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Introduccion

Matematicas elementales para administracion, computacidn e ingenierias nace del
trabajo cotidiano en la catedra de la asignatura de matematica discreta, reflejada
en el micro curriculo.

Las matematicas siempre han sido objeto de estudio de pensadores, filésofos,
cientificos, administradores, economistas, ingenieros, profesores, estudiantes y
todas las personas que realizan diversas actividades, puesto que la matematica no
se descubre sino que se crea a través de las diversas acciones desarrolladas por el
hombre.

El hecho matematico existe en la mente de las personas por efecto de la
observaciéon de la realidad que mediante abstracciones se crean los objetos
matematicos, para lograr nuevas abstracciones creando la estructura matematica,
cuyos pilares son las definiciones, leyes, propiedades, teoremas, axiomas, para ser
aplicados en los distintos campos del quehacer humano.

Esta obra presenta varias acciones considerando una amplia aplicaciéon de
métodos matematicos en las labores del ser humano y para esto es fundamental
desarrollar en los estudiantes un pensamiento matematico, que implique una
postura critica, reflexiva y creativa con alto grado de razonamiento que permitan
comprender los avances tecnolégicos del mundo moderno.

Con el fin de modelar las capacidades intelectuales, morales, éticas y en especial la
responsabilidad de trabajo en grupo, cuenta con seis unidades de estudio.

La primera unidad se refiere al estudio aritmético en los sistemas de numeracion,
decimal, binario, octal, hexadecimal, se ilustra con operaciones resueltas de suma,
resta, multiplicacién y division, se complementa con seis guias de estudio para
fortalecer el aprendizaje de la unidad de estudio.

La segunda unidad esta enfocada al estudio de sistemas légicos y conjuntos, estos
dos conceptos estan estrechamente relacionados, comparten propiedades
similares, el estudio de las proposiciones conjuntivas, disyuntivas y negativas
tienen efecto comuin con las operaciones de conjuntos interseccién, unién y
complementos, se encuentra un estudio combinado de las proposiciones
conjuntivas, disyuntivas, condicionales y bicondicionales, aplicando el dlgebra de

proposiciones y luego transformando a operaciones de conjuntos; estas



expresiones son convertidas en diagramas de Karnaugh, circuitos y compuertas
logicas, se finaliza unidad con el tema relaciones y digrafos, elementos basicos para
el estudio de las funciones matematicas. Para afianzar conocimientos cuenta con
ocho guias de estudio.

La tercera unidad se refiere a funciones matematicas y abarca los contenidos de
aplicaciones, tipo de funciones y funciones con variable real con el respaldo de
ejemplos resueltos para una mejor comprensiéon de las/os estudiantes, para lograr
visualizar el tema la representacién grafica toma mucha importancia; para
evidenciar el estudio existe tres guias de trabajo.

En relacion a la cuarta unidad, sistemas de ecuaciones, matrices y determinantes,
este estudio toma relevancia por su aplicacion en el algebra lineal y es herramienta
basica para el cdlculo vectorial, se hace una revision de métodos de igualacidn,
sustituciéon, reduccién, matrices y determinantes para resolver sistemas de
ecuaciones con dos y tres incégnitas, se acompafia seis guias de estudio para
vigorizar la ensefianza - aprendizaje.

El estudio de nimeros complejos constituye otra herramienta elemental para las
ingenierias, puesto que sus caracteristicas, representacion geométrica, formas,
propiedades, el calculo de las raices complejas de nimeros complejos, las raices
complejas de funciones cuadraticas y de funciones trigonométricas complejas de
funciones hiperbdlicas, moldean el pensamiento matematico, con el objetivo de
mantener presente el fundamento matematico, cuenta con una guia de estudio.
Notacién sigma es una unidad de refuerzo como aproximacién al estudio de la
integracion definida se ilustra las propiedades principales y con ejemplos resueltos
y propuestos.

Con el afan de compartir informacién adecuada en otros ambitos, pero

relacionados a la educacion formativa, se ha creido necesario complementar con:

Lecturas
- Los simbolos matematicos.

- Aristoteles y la logica.

Facetas

- Datos histdricos de la cotizacion del délar (USA) en el Ecuador.
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- Astrénomos descubren galaxia joven a 90 millones de afios luz.
- Un asteroide se aproxima a la Tierra.

- Circuito eléctrico.

- Qué es la investigacion.

- El proceso del conocimiento.

- Funciones de la investigacion.

- Proceso de la investigacion.

- Planeacion tradicional y planeacion estratégica.

Curiosidades

Qué es la planeacién

Conozca mas sobre planeacion.

Cuando comenzo la era de las computadoras.

Ordenadores, nuevas armas topograficas.
Diversion
- Unio6n de puntos.

- Quién asesiné a Vera

Vinculos

- Relaciones humanas.

171 ejemplos resueltos

24 guias de estudio. (225 ejercicios propuestos)
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Unidad 1

Sistemas de Numeracion

Transformacion de un numero de base 10 a otra base.

Sistema binario. Aritmética binaria: suma, resta, multiplicacién y division.

Sistema octal. Aritmética octal: suma, resta, multiplicacidn y division.

Sistema hexadecimal. Aritmética hexadecimal: suma, resta, multiplicaciéon y
division.

Operaciones ldgicas.
Objetivos

- Revisar las reglas y propiedades de la aritmética decimal para sus

aplicaciones en otros sistemas.

- Conseguir que los estudiantes tengan el poder de invencidon de operaciones

para ser resueltas y luego verificadas por distintos sistemas.
- Adquirir el material tedrico necesario y poner en practica mediante la
discusion grupal para resolver distintos problemas logicos que se dan en

informatica.

- Resolver problemas de sistemas de numeracioén presentados en los grupos

de trabajo, mediante el analisis, la discusion y la reflexion.

12



Los simbolos matemadticos

Los egipcios (1700 a. de C) ya utilizaban los simbolos matematicos; la suma se
representaba por dos piernas que caminaban en el mismo sentido y la resta por
dos piernas que caminaban en sentido contrario. En cambio, no encontramos

ningin simbolo en los griegos que escribian todos los razonamientos con letras.

Fueron los matematicos del siglo XV, VI y VII los que introdujeron el calculo
simbélico.

Los actuales simbolos + y -, que aparecieron en 1489 en una aritmética del aleman
Jean Widman d’Eger fueron generalizados por Michael Stifel en 1544 en su tratado
de Algebra Aritmética Integra. El signo radical es del aleman Cristolf Radolf, en
1526. El signo x es mas reciente: el primero se encuentra en los textos del inglés
William Oughtred (1637). Los signos mayor que, y menor que, también se deben a
un inglés, Thomas Harriot (1631). La utilizacion de las cifras en exponente para
designar las potencias se debe al fil6sofo francés René Descartes, en 1637, y la idea

de los exponentes negativos a Jhon Wallis (1656).

Libro mundial de los inventos,

Ediciones Junior S. A. Grupo Grijalbo S. A. Santafé de Bogota 1992
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1. SISTEMAS DE NUMERACION

1.1 GENERALIDADES

Todo sistema de numeracidn se identifica por su base y raiz, cada digito tiene
valor por su posicion, en donde los mas significativos estan a la izquierda. Si la
base es N los digitos del sistema son N contando desde cero, asi por ejemplo O,
1,2,3,...N -1, en donde el digito mas significativo es 1 menos que la base. El
valor de un numero esta dado por los digitos que forman parte, segun su
ubicacion y multiplicados por la base a la i, donde i es la ubicacion a partir de

cero.
D4 D3 D2 Dl DO |

V =D,B® + D,B? + D,B + D,

\Y zznjDiB‘
i=0

Al tratar con un nimero fraccionario, los digitos se distribuyen asi:

.D, D, D, D, D,..

V=DB+DB°+D,B*+D,B?+D_B”
En general con n enteros y m fracciones

n . m 3
V=>DB'+> DB’
i=0 =]
Esta es la forma general para expresar el valor de un nimero en cualquier

sistema de numeracion.

1.2 SISTEMA DE NUMERACION DECIMAL
Es conocido como sistema arabigo, inicialmente desarrollado por los arabes y
difundido en Europa y resto del mundo, su nombre es el Sistema de

Numeracion Decimal.
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BASE: 10

Tiene 10 digitosy son: 0,1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9.

Para ilustrar con mayor claridad la posicion de cada digito, veamos en el

numero 475

475 = 4* (10)2 + 7* (10)! + 5* (10)°

V = D3(10)3 + D2 (10)2 + D1 (10)t + Do
miles Centenas decenas unidades

Ejemplo 1.1: identificar la posicion del digito en 541,32

El nimero estd formado por enteros y fraccionarios: N = Ne + N¢.

N =[5* (10)2 + 4 + 10]t + 1] + [3 * (10)1 + 2 * (10)2]

Generalizando:

V = D2 (10)? + D1 (10)* + Do (10)° + D1 (10)™* + D2 (10)2

APLICACIONES

Este proceso se puede aplicar a diferentes sistemas de numeracion.

Sea el sistema de numeracién en base 5. Los digitos son: 0, 1, 2, 3, 4.

Ejemplo 1. 2: Convertir el nimero 2135 al sistema de base 10

Solucion:

2135=2*52+1*51+3*50

=50+5+3
=58 (en BASE 10)

15



Sea el sistema de numeracion en base 3. Los digitos son: 0, 1, 2.

Ejemplo 1.3: Convertir el nimero 112.213 al sistema de base 10

Solucion:

11221 =[1*32+1*314+2*30] + [2*3-1+1*32]
=[9+3+2]+[2/3+1/9]
=14.777...

La representacion del sistema de numeracién en este caso no siempre tiene un

valor finito, como se observa la conversion al sistema decimal es infinita.

De esto se desprende, el trabajo de operaciones aritméticas con cualquier

sistema de numeracion.

TRANSFORMACION DE UN NUMERO DE BASE 10 A OTRA BASE.

Para convertir un nimero de base 10 a otra base entera (Bk), se divide en
forma sucesiva entre la base entera, hasta dar por terminada la operacidn,
considerando los residuos de las divisiones sucesivas, el altimo cociente es el
digito mas significativo de la Bg, seguido de los residuos. En el ejemplo

siguiente se puede apreciar tal transformacion.

Ejemplo 1.4: Transformar 34 de base 10 al sistema de numeracion de base 3.
Solucion:

34+3=11 conresiduo 1

11+3 =3 con residuo 2

3+3=1 conresiduo 0

El cociente 1 es el digito mas significativo. Por lo tanto.

16



El numero 34 de base 10 es equivalente a 1021 en base 3

Para verificar, se emplea los pasos siguientes:

1*30=1

2*31=6

0*%32=0

1*33=27

Total =34

PARTE FRACCIONARIA

Tratandose del nimero de base 10: 64.25 transférmese a un nimero de base 5.
El entero 64 se divide en forma sucesiva por 5 y la fracciéon 0.25 se multiplica
por 5, considerando el entero respectivo como un digito del sistema de base 5,

repitiendo el procedimiento en forma sucesiva. El proceso es el siguiente:

Parte entera

64 +5=12 con residuo 4
12 +5=2 conresiduo 2

El cociente 2 es el digito mas significativo
Parte fraccionaria

0.25*5=1.25

1 es el digito significativo

0.25*5=1.25

1 es el digito significativo

Por lo tanto:

64.25=224.11...5

17



Como se observa el nimero de digitos en la parte fraccionaria no es finita.

Realizando la operacion inversa:

224'&11-;

52=1/25= 0.04

51=1/5= 0.2
50 = 4
2 *51 =10
27 52 =50
Total =64.24

1.3 SISTEMA BINARIO

BASE: 2

DIGITOS: 0,1

Este sistema de numeraciéon ha sido desarrollado para la construccion de

computadoras y minicomputadoras por la facilidad en la operatividad de sus

digitos, logrando entrar al conocimiento de circuitos eléctricos con gran

comodidad.

Potencias de base 2

2°=32
24 =16
2°=8
22 =4
=2
2°=1
2-1_1=o,5
2
272 =—2:1=o,25
4
2*3:%:1:0,125
8

18



CONVERSION DE BINARIO A DECIMAL
10112=1*23+0%22+1%21+1*20=11

Con fracciones

1011.11012=1*23+0*22+1*21+ 1 *20+ 1 * 21+ 1 * 224+ 0 * 23+ 1 % 24
=11.8125

DE DECIMAL A BINARIO
Enteros

Continuas divisiones por dos, hasta que haya solo residuo.
Ejemplo 1.5: Transformar 18 al sistema binario
Solucion:
18=18/2=9 conelresto 0
9/2 =4 conelresto 1
4/2=2conelresto0

2/2=1conelresto0

El ultimo cociente 1 es el digito mas significativo, seguido de los restos o

residuos 0, 0, 1, 0. Entonces

18 =100102

Fracciones

Ejemplo 1.6: Transformar 34,125 al sistema binario

Solucion: 34 =100010.001,

La parte entera de divide entre 2 en forma sucesiva, de la forma siguiente:

19



Proceso:

34=100010

34+2=17 con residuo O

17+2=8 con residuo 1
8+2=4 con residuo O
4+2=2 con residuo O
2+2=1 con residuo O

entero

La parte fraccionaria 0,125,

, el tltimo cociente 1, seguido de los residuos 00010, representa el

se multiplica por 2

0,125x 2 =0,25, el 0 es una cifra significativa

0,25x2 =0,5, el 0 es una cifra significativa

0,5x 2 =1,0, el 1es la ultima cifra significativa

Por lo que 001, representa la parte fraccionaria

Por lo tanto: 34 =100010.001,, es la solucion

Facetas

COTIZACION DEL DOLAR DE ESTADOS UNIDOS DE AMERICA EN EL

MERCADO NACIONAL
Periodo SISTEMA FINACIERO
Final del periodo
Compra Venta (en sucres)
1987 245,75 248,75
1988 500,00 512,50
1989 656,00 668,10
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1990 883,50 899,50
1991 1280,50 1301,50
1992 1843,50 1846,94
1993 2040,84 2043,78
1994 2277,17 2279,69
1995 2924,50 2926,05
1996 3631,74 3633,85
1997 4337,00 4340,00
1998 5294,85 5402,94
1999 11316,84 11547,82
2000 25000

Fuente: Banco Central del Ecuador. 2000

RECUERDOQOS

Periodo Precio del délar en sucres
1913 2,09

1914 2,11

1916 2,23

1922 4,27

1924 5,03

1928 5,00

1940 16,70

1941 15,00

1942 14,39

1943 14,10

1944 14,03

1945 13,50

1946 - 1949 13,50 mercado oficial
1950 - 1960 14,85 mercado oficial
1961 - 1969 17,82 mercado oficial
1970 - 1972 24,75 mercado oficial

1973 -1981

24,80 mercado oficial
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GUIA DE ESTUDIO 1

Objetivo
Analizar los elementos tedricos del sistema de numeracion decimal y relacionar

con otros sistemas de numeracién de base distinta.
Actividades
En grupo de tres estudiantes, analizar, discutir y encontrar la solucion de las

cuestiones que se dan a continuacion.

1. Los niimeros mayores o iguales a 10 y menores o iguales a 20, expresar en

forma binaria y terciaria.

2. Convertir de decimal a base 7

a. 32

b. 45

c. 56

d. 34,5
e. 75,8

f. 240,75

3. Convertir de binario a decimal

a. 11011,
b. 1111001,
c. 110111,
d. 111.101,

4. Escriba los digitos correspondientes a los sistemas de base 5, 7 y 9.

5. Escriba una cantidad con tres digitos de base 5 y transforme al sistema

decimal.
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6. Escriba una cantidad con dos digitos de base 7 y transforme al sistema

decimal.

7. Escriba dos digitos de base 9 y transforme al sistema decimal y de este al

sistema binario.

8. De su propia invencion escriba tres nimeros de dos digitos cada uno del

sistema de base 5 y transforme al sistema decimal y de este al sistema octal.

SUGERENCIA:

De los ejercicios realizados trate de hacer verificaciones con el fin de
reflexionar y criticar los distintos aspectos que se den en el interior de cada

uno de los sistemas.

1.3.1 ARITMETICA BINARIA

1.3.1.1 SUMA BINARIA

Para realizar la suma binaria es importante considerar la siguiente regla:

1+1 =0, llevando 1 dos

1+1+1 =1,llevando 1 dos

1+1+1+1 =0,llevando 1 dos + 1 dos
1+1+1+1+1=1,llevando 1dos + 1 dos

Es importante tener presente las equivalencias de los digitos decimales en

binario.

Ejemplo 1.7: Suma en binario con cantidades enteras

N

N

N =

N I =

o o -
N

23



Ejemplo 1.8: Suma en binario cantidades enteras y fraccionarias

101,01,
110,11,
+ 011,10,
100,10,
10100,00,

La solucion es: 10100,00,

Se puede verificar con el sistema decimal

101,01, — 5,25
11011, — 6,75
01110, — 3,50
10010, — 4,50
20,00

Luego, se verifica que 10100,00, = 20,00

1.3.1.2 RESTA BINARIA
La resolucion de la operacion resta se rige por procedimientos similares a la

resta o diferencia decimal.

Recordando el procedimiento de la resta decimal

Ejemplo 1.9:
Restar 394 de 432, con el procedimiento tradicional de llevadas el resultado es

38. La misma operacidn se puede realizar utilizando los complementos a 10 y 9.

Solucion:

Aplicando el complemento a 10 al sustraendo, se tiene:

El complemento a 10 de 394 es 606, este valor sumando a 492 (minuendo), se

obtiene:

24



o oo &
w O w
o (oo N

+
El 1 del extremo izquierdo carece de significacién

Mediante la utilizacién del complemento a 9, la operacion tiene el proceso

siguiente:

El complemento a 9 de 394 es 605, este valor sumado 492 es:

[op IR SN
o w

[N
~N O N

it

3 8
Se observa que el 1 del extremo izquierdo se suma a 37, obteniendo el

resultado final 38.

La resta binaria tiene similar procedimiento, es decir se utiliza el complemento

a 2y complemento a 1.

Ejemplo 1.10: Dados los numeros 1101, y 101010,. Encontrar los

complementos 1y 2

Solucion:

El complemento a 1 de 1101,es 0010,
El complemento a 1 de 101010, es 010101,

Para encontrar el complemento a dos, se suma 1 al complemento a 1, esto es:

El complemento a 2 de 1101,es 0011,
El complemento a 2 de 101010, es 010110,
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TABLA

DECIMAL | BINARIO COMPLEMENTOA1 | COMPLEMENTO A 2
0 0000 1111 0000
1 0001 1110 1111
2 0010 1101 1110
3 0011 1100 1101
4 0100 1011 1100
5 0101 1010 1011
6 0110 1001 1010
7 0111 1000 1001
8 1000 0111 1000

Ejemplo 1.11: Aplicando los complementos 1 y 2, encontrar el resultado de la

resta binaria:

Del 0 11 01 Lrestar1 1 0 1 11 O,

Solucion:

Aplicando el complemento 1, se tiene:

1011 011,
1101 110,-5¢0 010 00 1,

Sumando al minuendo el complemento a 1,

1011 011,
0 010 0 01,
1101 100,

101 101,

Solucién: 101101,

Aplicando el complemento 2
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1011 011,
1101 110,»¢0 010 010,

Sumando al minuendo el complemento a dos, se tiene:

1011 011,
0011 010,
101 101,

/1

El 1 del extremo izquierdo, no tiene valor, por lo tanto:

Solucion es: 1011013

La resta binaria aplicando reglas basicas

0,-0,=0,
1,-0,=1,
0,-1,=1, —>con acarreo negativo de 1
el resultado es 2,-1,=10,-1,
1,-1,=0,

Ejemplo 1.12:Restar 0 1 1 1 1,del 1 0 0 1,

Solucion:

1 11 0 0 1,
- 0 1 11,
001 010,

La resta binaria cuando el minuendo es menor que el sustraendo con

aplicaciones de los complementos 1y 2

Ejemplo1.13.Restar1 1 1 1 0 1,del 0 1 1 1 0,
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Solucion:

Para asignar el signo, se partira con 0 para la cantidad positiva y 1 para la
cantidad negativa.

Aplicando el complemento a 1 al sustraendo, se tiene:

5 111
Db 1 01110,
| 0 0010, . Complemento a 1
] 11 0 0 0 O, ;
0 01111 _——» Resultado

Se observa que en la columna del signo, el resultado es negativo por la condicién
antes sefialada, al ser asi, hay que encontrar nuevamente el complemento a 1,

obteniendoelresultado 0 0 1 1 1 1, pero,con signo negativo.

Se puede verificar con el sistema decimal: 46 - 61 =- 15

Ejemplo 14. Restar 1 1 1 1 0 1,de 1 0 1 1 1 0,, aplicando el

complemento a 2.

Solucion:

D 111
D 1 01110,
19400011, -« Complemento a 2
1110001,
0 0111 0, < Complementoal
+ 1,
1111, -« Complementoa2 _,| Resultado
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CURIOSIDADES

Qué es planeacion

Chamba M. Marlon & Mogrovejo C. Jorge. (19971) mencionan a Ledn C. Hegginson.
Donald C. Mosley & Paul H. Pietri. “El término planeacién es muy antiguo”, se
encuentra desde “hace muchos siglos”. “La planeacién se ha practicado desde que
la gente comenzd a pensar en las futuras implicaciones de las opciones corrientes
de accion. ;Qué otra cosa puede explicar la construccion de las piramides y de
otras maravillas de la antigliedad?” (p.75). Con el tiempo el significado del término

ha cambiado.

Para que cualquier tipo de planeacién sea efectiva, por lo menos deben contestarse

estas seis preguntas.

;Qué tiene que hacerse?

;Donde se hara el trabajo?

;Cuando tiene que hacerse el trabajo?
¢Coémo se hara el trabajo?

¢Por qué debe hacerse?

A o

;Quién va a hacer el trabajo? (Chamba, 1997, p.78)
La planeacion mejora el desempeiio y conduce al progreso.

Discuta en grupo de tres estudiantes y saque conclusiones sobre planeacion.

;Usted ha planeado el estudio de temas de matematicas?
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GUIA DE ESTUDIO 2

Objetivo
Evidenciar aprendizajes significativos en el manejo de operaciones de suma y

resta del sistema binario.

Actividades

Trabaje en forma individual, una vez concluidas las actividades retinase con un
compafiero/ay discuta los procesos que ha seguido para encontrar la solucidn.

1. Encontrar el complemento a 10 y el complemento a 9 entre el 20 y el 30.

2. Obtener el complemento a 2 y el complemento a 1 de los niumeros:

a. 111010,
b. 0101100,
c. 10111.101,
d. 10101.1011,

3. Dados los numeros 45, 56, 67, transforme al sistema binario y realice la

suma. Verifique con el sistema decimal.

4. Dado los niumeros 12,3; 25,5 y 34,8. Transforme al sistema binario y efectie
la suma. Verifique en el sistema decimal. Sugerencia: trabajar con al menos

tres digitos fraccionarios en el sistema binario.

5. Restar 110100.01, de 01111.101,. Comprobar con el sistema decimal.

6. Restar 101011.101, de 1101111.100,

7. Aplicando el complemento a 10, realice las operaciones siguientes:

43 -26

345 - 245
12532 -10763
125000 - 11000

g0 o
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8. Aplicando el complemento a 9 efecttie las operaciones siguientes:
a. 234-154
b. 3467 - 2345
c. 25734 -14875
d. 305673 -214536
9. Transforme al sistema binario el ejercicio 8 (a) y resuelva aplicando el

complemento a 1

10.El complemento a 10 de 3456, es: ____
a. 6543
b. 6554
c. 6544
d. 6535

11.El complemento a 2 de 101011, , es:

a. 010100,
b. 010101,
c. 010110
d

. Ninguna de las anteriores.

12.El complemento a 9 de 57832, es:

42158
42267
42167
42159

a0 o

13.El complemento a 1 de 111100010, es:

a. 000011011,
b. 000011100,
c. 000011101,
d. Ninguna de las anteriores.

14. Los complementos se utilizan para las operaciones de:

Suma

Resta

Multiplicacién

En todas las anteriores

g0 o
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Facetas
Después de la lectura, comente en grupo de tres estudiantes sobre el contenido del
mismo y construya una red conceptual, luego de respuesta a la pregunta ;Hay

multiplicacion y division de las estrellas en el universo?

Astronomos descubren galaxia joven a 90 millones de afios luz*

Los astronomos han descubierto el objeto mas distante del universo: una galaxia
joven situada unos 90 millones de afios luz mas alla de la Tierra que cualquier otro
previamente conocido.

El descubrimiento de la galaxia, bautizada 0140+326RD1 o RD1, podria contribuir
a responderlas dos preguntas que mas intrigan a los astrénomos: cuando y como
se formaron las galaxias.

A causa de la enorme distancia y a la velocidad constante de la luz, los astronomos
observan ahora la galaxia como era cuando el universo tenia solo 6% de su edad
actual, unos 820 millones de afios después del llamado “Big Bang”.

La luz de RD1, descrita como una galaxia promedio con una masa y luminosidad
menor que nuestra Via Lactea, ha viajado una distancia de unos 12.220 millones de
afios luz hasta la Tierra.

“Es un descubrimiento extremadamente excitante porque sabemos muy poco de
esta etapa del universo, es decir, de los objetos de entonces, o como se formar las
galaxias”, dijo el cientifico Arjun Dey, de la Universidad Jhon Hopkins, en
Baltimore.

Dey publicara su descubrimiento en el proximo niimero de la revista Astrophisical
Journal Letters.

Los astronomos Hyron Spinrad, Daniel Stern y James R. Graham, de la Universidad
de California en Berkeley, Frederic H- Chaffe, del observatorio W. M. Keck de
Hawai, colaboraron en el informe cientifico.

“Tratamos de encontrar galaxias jovenes, que ulteriormente se transformaran en
otras como la que vivimos, pero muestran las primeras etapas de la formacion de

estrellas” dijo Dey en una nota divulgada por Jhon Hopkins.
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Los cientificos pueden determinar la distancia de una galaxia midiendo la
velocidad con que se aleja de nosotros en el universo de expansion. Las galaxias
mas distantes se alejan con mayor rapidez, un fendmeno observado a finales de la

década de 1920 por el astrénomo estadounidense Edwin Hubble.

*Reuters. Actualidad EL UNIVERSO. Pag. 2; 14 de marzo de 1998-
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1.3.1.3 MULTIPLICACION BINARIA

Para multiplicar en el sistema binario hay que tener presenta la siguiente regla:
1x1=1
1x0=0

0x1=0
0x0=0

Ejemplo 1.15: Multiplicar:1 1 0 1,x 1 0 1,

Solucion:

o |l x B

Convirtiendo al sistema decimal se puede verificar el proceso

1101, =13
101, =5
13*5=65

Ejemplo 1.16: Multiplicacion con fracciones 111,01, x11,01,

Solucién:

1, 0 1,
1, 0 1,
101
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Verificando en el sistema decimal, 7,25*3,25 = 23,5625

1.3.1.4 DIVISION BINARIA

La division es la operacion inversa de la multiplicacion

Ejemplo 1.17: Tomando el ejemplo 9, encuentre la solucion de
10000O00O0C12,+110 1,

1000001 1101,
- 101 1101,
110
- 101
101
- 101
0 0O
Lasoluciébnes:1 1 0 1,
Diversion grupal
UNION DE PUNTOS

Este problema de unir puntos constituye una de las terapias mas comunes y

tradicionalmente en la actividad estudiantil, hay mucha gente que desconoce.

;Usted es capaz de unir los nueve puntos, usando solamente cuatro segmentos de

recta y sin retirar el 1apiz del papel? Realice la prueba
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GUIA DE ESTUDIO 3

Objetivo

Patentizar el proceso de la multiplicacién y la division en el sistema binario.

Actividades
En equipo de tres estudiantes, resuelva los ejercicios que se dan a continuacion,
una vez verificados sus resultados, crear 6 distintos ejercicios: resolver y verificar

sus resultados.

1. En el sistema decimal 250 entre 5.

2. Los datos del ejercicio 1. Convierta al sistema binario, divida en este sistema

y compare los resultados.

3. En el sistema decimal divida 35,45 entre 3,5.

4. Con los datos del ejercicio 3. Convierta al sistema binario, divida en este

sistema y compare los resultados.

5. Realice tres ejercicios de su creatividad, con la experiencia obtenida

reflexione y comente con sus compaifieros/as.

6. Multiplique y el resultado divida por uno de los factores en las operaciones

siguientes:

a. 111110, por 1101,
b. 11101.101, por 111,
c. 111111, por 101.1,
d. 100111, por 11.01,

7. Lamultiplicacién de 14 x 12, el resultado en el sistema binario es:
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i

10101010,
b. 10101000,

o

10101001,

e

10111000,

8. La multiplicacién de 18,5 por 6,25, el resultado en el sistema binario es:

a. 1110100,101,
b. 1110010101,
c. 1110011,001,
d. 1110011101,

9. La multiplicaciéon de 1101.101, por 1110,, el resultado en el sistema decimal

€s:

a. 2384375
b. 23,83375
c. 2384275
d. 2386375

10.La multiplicacién de 7,5 por 111,, es:

®

1101,010,
b. 1101101,

o

1101,001,
d. 1101011,
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11.La multiplicacién de 101111, por 3,5, es:

41,025
41125
41,625
41,075

12. Multiplique en el sistema decimal, luego transforme cada uno de los factores

al sistema binario y resuelva con el mismo operador (*)

o

25 por 12

12.5 por 3.4

45.5 por 2.5

8.12 por 0.5

7,525 por 1,125

38



1.4 SISTEMA DE NUMERACION OCTAL

BASE: 8

DIGITOS:0,1,2,3,4,5,6,7.

VALOR GENERAL

V,p=D,*8+D,*8*+ D, *8"'+ D, *8° + D, *8 "+ D_,*8 7 +...

Conversion del sistema decimal a octal y viceversa

Para realizar la conversion del sistema decimal a octal, se divide en forma sucesiva

el nimero decimal entre 8.

Potencias de base 8

82 =64
8 =8
8% =
8tl= 1_ 0125
8
1

8% =-_"—=0,015625
64

Ejemplo 1.18: Convertir 105 al sistema octal

Solucion:

1 05
2 5 13 8
1 5 1
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Conversion del sistema octal a decimal

15 1,
\ijo =1
x8' = 40
x8% = 64
105

Conversion del sistema binario a octal y viceversa

Se recomienda tener presente las equivalencias siguientes:

000, =0, 100, = 4,
001 =1 101 = 5
010, = 2 110, = 6,
011 = 3 111, =7,

Ejemplo 1.19: Dadoelnimerol 0 1 0 1 1 0 1 1,,transformar al sistema

octal.

Solucion:
Considerando las equivalencias anteriores se nota que tres cifras del sistema

binario son igual a un digito octal, por lo tanto partiendo de derecha a izquierda se

divide en periodos de tres cifras.

<N TN O
101011011 =5 3 3

Ejemplo 1.20: Dado el niumerobinariol 1 1 0 0 1 0 114, 1 0 1 1 1,,

transforme al sistema octal.

40



Solucion:

XD TN YN YN D
111001011 10111,=713 5 6

En la agrupacion del extremo izquierdo del numero binario se observa que existen
2 digitos 1 1, como la direccién de la agrupacién es hacia la derecha, entonces se

completa con un cero.

Ejemplo 1.21: Dado el numero 2 6 5 3 7, transformar al sistema binario

Solucion:
Considerando que un digito octal, equivale a tres digitos del sistema binario, se

tiene:

2 6 537,=010110101011111

Ejemplo 1.22: Dado el nimero 3 5 7, 2 3, transformar al sistema binario

Solucion:

357, 2 3%=011101111010011

1.4.1 ARITMETICA OCTAL
1.4.1.1 Suma

Ejemplo 1.23: Encuentre el valor de la suma en la operacion:

110

+ 6

3 5

12
4
7

8
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Solucion:

Se observa que existen tres sumandos con distinta base (binario, decimal y octal),

para esto hay realizar las conversiones respectivas en los dos primeros.

0 1 5,

10 0,
+

35 7,

4 7 4,

Asolucidnes: 4 7 4,

Punto de Apoyo

Sumar 7 +5=12; en 12 hay un
ocho y sobran 4, el cuatro se
escribe y se lleva 1 ocho

Ejemplo 1.24. Dada la operacion suma, resuelva en octal y el resultado verificar

con el sistema binario.

110 11,
32 50,
.
56 25
011 10,

Solucion:

Para efectuar la suma en el sistema octal, hay que convertir los sumandos escritos

en binario y decimal a octal.

w
o N O

w

(o]

o)

(@]

o<}

O o
©

[ee]

Plils o oo

[EEN
w
o

Verificacion

e o

11
1101
+ 11100
1

— O

O R O -

o

N

-
N

N

1011101
A\

Ol o r p

o

Plo o
N
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Los periodos que estan sefialados demuestran que correspondea: 1 3 5 1 0,

1.4.1.2 Resta
La operacion resta octal es similar al sistema decimal, para la ejecucién del proceso

se puede aplicar el complemento a 8 y complemento a 7

Ejemplo 1.25: Restar 5 7 6; de 4 6 2 1,

Solucion:

a) La operacion en forma directa

o
S L

1
g o

NN N

NN
o
w

R=4 0 2 3

Para su verificacion se puede sumar la diferencia con el sustraendo

b) Aplicando el complemento 7

"6 21,
Namero 1 que debe + P
ser sumado a las (2 0 1 «— Complemento a 7
unidades %40 22 T
R

<«—— Solucién

c) Aplicando el complemento a 8

Ndmero tiene valor
significativo +

T~

| —
fee]

~
N O

N o N
()
(o]

|

I Solucién
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1.4.1.3 Multiplicacion

Ejemplo 1.26: Multiplicar 2 5 6; por 7 1

Solucion:
2 5 6
X 7 1
2 5 6
2 3 0 2
2 3 2 7 6

R=2 3 2 7 6,

(El resultado el lector puede verificar realizando una multiplicacién en el sistema

binario)

1.4.1.4 Division

La division es una operacién inversa de la multiplicacion.

Del ejemplo 1.26 dividir2 3 2 7 6gentre2 5 6,

23276 |25 8
302 71,
025 6
- 256
000

Ejemplo 1.27:Dividirl 1 6 7 7, 4 2, = 2 4 7, 1,
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Solucion:

|2 4 710

16 7 7 4 2
V76530

6,

3

2 0 2 4 4 2
175 260

00516 20

516 20

0 00O0O
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GUIA DE ESTUDIO 4
Objetivo
Fortalecer los conocimientos de la suma, resta, multiplicacidn y division en el

sistema octal.

Actividades

Individualmente realice las actividades siguientes:

1. Multiplicar 345, por 25,.Compruebe convirtiendo al sistema binario.

2. Multiplicar 346.2, por 4.3;.Verifique resolviendo en el sistema binario.

3. De su propia creacidén realice por lo menos tres operaciones de
multiplicacion en el sistema octal y compruebe con los sistemas binarios y

decimal.

4. Disenle mediante algoritmos el proceso de las operaciones aritméticas en el

sistema octal.

En equipos conformados con tres estudiantes, resuelva en el sistema octal las

operaciones siguientes:

5. 1111.101, por 101.01,

6. 34 por 25

7. 101001.11, por 12

8. 1101.101, por 23,

9. 125 por 3.5
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10.36.5, por 25

11.45.8; por 4.5,

12.(24+25) por 1101,

13. (235, —145, )* 76,

14. (56 —42)(45, —36,)
15. (111.1, -101.01, )43, - 25;)

16. (45, -111.1,)(25-1011, )

17.Desde el ejercicio 5 hasta el 16, el producto resultante divida entre uno de

los factores, de esta manera verifica la operacion.

18.El resultado de multiplicar1101,101, por 5,4,, es:

p

1001010,10101,
b. 112,64,

g)

1001010,11101,

o

112,74,

19. Dados los sumandos 110,11,, 5,5, y 12,5, el resultado de la suma es:

o

30,4,
b. 11000101,

g)

30,5,

o

11000,110,
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20.El resultado de restar 5,2; de 1101,101,, es:

i

10000.11,
b. 103,

g)

10,2,
d. 1000,001,
21.El resultado de dividir 32,54, entre 111101, es:

a. 34,
b. 43,
c. 11,01,
d. 1111,

1.5 SISTEMA HEXADECIMAL
BASE: 16

DIGITOS: 0,1, 2,..9,A,B,C,D,E, F
POTENCIAS DE BASE 16

16° = 4096
16% = 256
16' =16
16° =1

167 = 1 0,0625
16

167 = L =0,00390625
256
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1.5.1 RELACIONES DE LOS DIiGITOS HEXADECIMALES CON OTROS
SISTEMAS DE NUMERACION

HEXADECIMAL OCTAL BINARIO DECIMAL
0 0 0000 0
1 1 0001 1
2 2 0010 2
3 3 0011 3
4 4 0100 4
5 5 0101 5
6 6 0110 6
7 7 0111 7
8 10 1000 8
9 11 1001 9
A 12 1010 10
B 13 1011 11
C 14 1010 12
D 15 1101 13
E 16 1110 14
F 17 1111 15

1.5.2 ARITMETICA HEXADECIMAL
1.5.2.1 SUMA HEXADECIMAL
Para realizar la suma hexadecimal, hay que tomar en cuenta procedimientos

similares a otros sistemas de numeracion.

Ejemplo 1.28: sumar las cantidades siguientes: 4 1 A 2,; B 2 4 04y

2 F 0 3,

Solucion:

iy
(2]

NN A

R=1 2 2 F 5,
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1.5.2.2 RESTA HEXADECIMAL

Ejemplo 1.29:Restar 7 B C,de A 3 1;

Solucion:
A3 1,
- 7 B C
2 7 55
R=2 7 5,

Ejemplo 1.30: Restar 7 A, 4,,deC 2, 1,

Solucion:

R=4 7, D,

1.5.2.3 MULTIPLICACION HEXADECIMAL

Ejemplo 1.31: Multiplicar A 2 3 por 4,

Solucion:

A 2 3,* 4,=2 8 8 C,

R=2 8 8 C,
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Ejemplo 1.32: Multiplicar C 1 1, por 3 2

Solucion:

C 11,
3 2,
18 2 2
2 4 3 3
2 5 B 5 2,

R=2 5 B 5 2,

1.5.2.4 DIVISION HEXADECIMAL

Ejemplo 1.33:Dividir2 5 B 5 2 entreC 1 1,

Solucion:
25 B 5 2, ]C 1 1,
— 4 3 3 3 2,
018 2 2
— L 8 2 2
0 00O
R=3 2,

Las reglas utilizadas en los sistemas de numeracion estudiados servirdn
para que el lector aplique en ejercicios de su propia creacion, a su vez

ayuda a fortalecer el conocimiento y el lenguaje matemadtico.
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GUIA DE ESTUDIO 5
Objetivo
Vincular los elementos tedricos de las operaciones de sus, resta, multiplicacion
y division aplicando en los sistemas binarios, octal y hexadecimal.
Actividades
En equipo de cuatro estudiantes trabaje en las cuestiones que se dan a

continuacion:

1. Multiplique 34B.6,,*43,, y su resultado divida por uno de los factores

34B.6,,043,,

2. Una vez realizadas las conversiones respectivas al sistema hexadecimal

divida 345.7, entre 11101.110,

3. De su propia creatividad escriba dos nameros enteros, uno en el sistema
decimal y otro en el sistema binario, convierta al sistema hexadecimal y
divida el primer namero entre el segundo. Verifique en los sistemas binario

y octal.

4. Resuelva en los sistemas decimal, binario, octal y hexadecimal las divisiones

siguientes:

4.1 110101.001, entre 35.5

4.2 345 entre 35

4.3 3B6.5, entre 34,

44 23457, entre 755
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4.5 573, entre By

4.6 127.63; entre 4.Cj,

4.7 345.75 entre 11100.1011,
5. Aplique reglas de comprobacidén para el ejercicio 4.

6. Reflexione sobre los ejercicios realizados anteriormente y emita su propio

criterio.

7. Calcular en el sistema hexadecimal 110011001, +(B*0,4,)

1.6 OPERACIONES LOGICAS

La l6gica matematica comprende de operaciones como el AND y el OR que no
son otra cosa que la conjuncidn y la disyuncion; si relacionamos con la teoria de
conjuntos coincide con interseccion y la unién. No resulta dificil si se recuerda
las operaciones de conjuntos de la intersecciéon y la union. (En la siguiente
unidad se detallard en forma especifica y con mayor amplitud los sistemas

logicos).
En efecto al considerar los conjuntos A={1,3,5,7,9} y B{L5,6,8}
AUB ={,35,6,7,89}

ANB={5}

En cuanto a las proposiciones conjuntivas y disyuntivas, las tablas elementales

son:

AND OR NAND NOR

A |B|AAB |A |B | AvB | +(AAB)| «(AvB)
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10 0 1,0 1 1 0
01 0 0|1 1 1 0
00 0 0]0 0 1 1

La notacién NAND equivale al NOT AND, el simbolo negativo se representa por

diversas formas —, ~ o en muchos casos el signo negativo  (-) arriba de la

letra que represente la proposicion o de la expresion algebraica.

Para realizar las operaciones ldégicas binarias, octales, decimales y

hexadecimales, se ilustra con los ejemplos siguientes:

Ejemplo 1.34: 19,,AND1A, =18 (Ejemplo tomado Manual Calculadora

Cientifica Casio fx3600PA-pag. 64)
Explicacion:

19,, =11001,

1A, =11010,

Al relacionar las cifras (elementos) de los nimeros dados (conjuntos), se

observa que la conjuncion (interseccion) dada es 11000,, en el sistema

hexadecimal equivale a 18,

Ejemplo 1.35: 1110, AND36, =1110, (Ejemplo tomado Manual Calculadora

Cientifica Casio fx3600PA-pag. 64)
Solucion:

1110, =1110,
36, =11110,

La conjuncion (intersecciéon entre estos es 1110,
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Ejemplo 1.36: 23,0R61; =63, (Ejemplo tomado Manual Calculadora Cientifica
Casio fx3600PA-pag. 64)

Solucion:

23, =10011,
61, =110001,

La disyuncién (unidén) entre los conjuntos es 110011,, equivalente a 63,
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GUIA DE ESTUDIOS 6

1. Resuelva las operaciones logicas siguientes:

o

11101.101, OR 11110.11,

356, OR 234,

110101.1101, AND 432,

132, AND 11101.11,

3AC,, OR 245,

39 OR 22,

125, OR 35,
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Unidad 2

SISTEMAS LOGICOS Y CONJUNTOS

2.1 Logica Proposicional

2.2 La conjuncién

2.3 La disyuncion

2.4 Disyuncidn exclusiva

2.5 La condicional

2.6 La bicondicional

2.7 Diagramas de Karnaugh

2.8 Circuitos logicos

2.9 Algebra de proposiciones y de conjuntos

2.10 Relaciones y digrafos
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Objetivos

- Determinar si las proposiciones falsas o verdaderas pertenecen a la

conjuncioén, disyuncion, condicional o bicondicional.

- Elaborar tablas de verdad, diagramas de Karnaugh y circuitos légicos y

relacionar con las operaciones de conjuntos.

- Simplificar polinomios booleanos, utilizando propiedades de las

proposiciones.

Lectura: lea el texto de Aristoteles y la logica, subraye palabras clave y
busque el significado de cada una de ellas. Comente en grupo de tres

estudiantes.

ARISTOTALES Y LA LOGICA
Enun pueblo de pastores y agricultores a orillas del mar

Mediterraneo, en el pais que hoy conocemos como Grecia,
nacié una de la civilizaciones mas importantes de toda la
historia de la humanidad, cuna de la cultura occidental.
Maravillados por el conocimiento y por la estética los

griegos dedicaron mucho de su tiempo a la escultura, la

poesia, el teatro, la filosofia y las matematicas.

En matematicas y particularmente en la légica es inevitable mencionar a
Aristételes (384 - 322 a. de C). Este griego nacio en Macedonia, era ante todo
un cientifico de vocacion y un observador meticuloso de la naturaleza. La gran
importancia de Aristételes en la cultura occidental se debe al hecho de que fue

él quien creo el lenguaje profesional que las distintas ciencias emplean hoy.

58



Para Aristételes, el moderador de todas las actividades humanas era el
pensamiento. Consideraba que no bastaba con pensar de cualquier manera
para que lo pensado sirviera para algo productivo, sino que si pensaba en un
tema especifico, siguiendo lo que el llam6 Leyes Universales, lo pensado era
realmente fructifero y contribuia al desarrollo de las ciencias. A estas Leyes
Universales las llamo ldégica. Desde entonces, y hasta hoy, la lo6gica juega un
papel muy importante como apoyo en el desarrollo de diversos campos de

conocimiento entre ellos la filosofia, la informatica y la matematica misma.

2.1 LOGICA PROPOSICIONAL

En el diario trajinar, la comunicacion es lo primero, se encuentra en el hogar, en
el trabajo, deportes, etc., para expresar ideas, nombrar objetos, manifestar
sentimientos escribiendo o hablando para informar, cuestionar, exclamar,
exteriorizar angustias o alegrias sobre las cosas y actos que vivimos cada
momento. Estas manifestaciones permiten expresar mediante oraciones

enunciativas, interrogativas, imperativas y exclamativas.

En el campo matematico, particularmente en la légica de proposiciones le

interesan las oraciones enunciativas.

Una proposicién es una oraciéon enunciativa o enunciado afirmativo o negativo.

Ejemplo 2.1: Dadas las oraciones siguientes determinar si son verdaderas o

falsas:

- El 24 de mayo de cada afio se celebra la Batalla del Pichincha.

- 12 es un nimero primo.

- Manta es un cantén de la provincia de Manabi.

jestas triste!
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Parece que va a llover

Solucidn: la primera es verdadera, porque es una fecha civica en el
Calendario Historico Ecuatoriano. La segunda es falsa, porque 12 es un
numero divisible. La tercera es verdadera porque Manta pertenece a la
division politica de la provincia de Manabi. La cuarta y la quinta no se puede
decir lo mismo que las anteriores, puesto que depende de la persona que lo

diga, pues otra puede decir lo contrario. De lo expuesto se puede decir que:

Una proposicion es un enunciado con un solo valor de verdad.

Proposiciones simples y proposiciones compuestas.

Las proposiciones tienen dos elementos: el sujeto llamado término y el

predicado o condicién que debe cumplir el término.

Proposicién simple es la que esta formada por una sola afirmacion, es decir

no tiene operador légico: p: 2+2 =4

Proposicion compuesta es la que tiene dos o mas enunciados con varios

operadores légicos:

Ejemplo 2.2: La Facultad de Ingenieria de Sistemas es una unidad

académica de la Universidad Laica Eloy Alfaro de Manabi. ULEAM.

Solucion:

El término es la Facultad de Ingenieria de Sistemas y el predicado es unidad
académica de la ULEAM.

En nuestras actividades diarias es comuin expresar ideas como: Maria tiene

ojos verdes y un rostro hermoso.

La proposiciéon dada se puede descomponer en dos:
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Maria tiene ojos verdes Maria tiene un rostro hermoso

Proposicion simple Conectivo Proposicion simple

Este ejemplo demuestra una proposicion compuesta
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GUIA DE ESTUDIO 7

Objetivo
Identificar las proposiciones simples y compuestas en el campo de la légica

proposicional.

Actividades
Lea cada uno de los literales, analice y discuta cada una de las proposiciones dadas:
1. Senale cudles de los enunciados siguientes son proposiciones:
a. Portoviejo es capital de Manabi.
b. ;Hay mucho sol?
c. aeslaprimera vocal

d. el cantante guayaquilefo Julio Jaramillo L. es el rey de la balada.

2. Determinar cuales de las siguientes proposiciones son verdaderas.
a. Un diatiene 24 horas.
b. Laprimera letra del alfabeto griego es S
c. Una hectarea tiene 8600 m?

d. Lasemana tiene 7 dias

3. Enlas siguientes proposiciones identifique el término y el predicado:
a. Elndmero 81 es divisible por 3.
b. La provincia de Manabi tiene 22 cantones.
c. Elsimbolo quimico del cloro es CL

d. La moneda del Ecuador en 1998 fue el sucre.
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e. Laballena es un mamifero.

f. Pedro nacié en Latacunga y vive en Manta.
g 3¢[2,7]

h. 5 es mayor que 3

i. -3 esmenor que 2

j.  —7esmenorque-1

k. 2 es mayor que - 1 y menor que 5

Escriba seis proposiciones simples y forme tres proposiciones compuestas

con los conectivos y, o.
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2.1.1 NEGACON DE UNA PROPOSICION

Matematicas es la ciencia abundante se signos y simbolos, lo que hace que tenga un
caracter exacto tanto en su escritura como en su lenguaje. Las proposiciones se
simbolizan con las letras minusculas, especialmente se usan p, g, r, s y t. No se
descarta el uso de las letras mayusculas A, B, C y D, cuando se trata del estudio del

algebra de proposiciones. Por el momento se utilizaran las letras minusculas.

Ejemplo 2.3:
p: Ecuador pais amazonico.
q: El cobre es un metal.

r: Manta fue una poblacién de Montecristi.

Para negar estas proposiciones se utiliza el simbolo -, escribiendo antes de la letra
que representa la proposicion.

Del ejemplo anterior

r: Manta fue una poblacién de Montecristi

=r: Manta no fue una poblacién de Montecristi.

Para la negacién también se utilizan los simbolos ~ y el signo ( - ) sobre la letra, de

esta forma A. Puede leerse: no es cierto que, es falso que, al principio de la

oracion o también un no antes del predicado como en el caso anterior.

La tabla de verdad para la negacion es:

p p
F
F \'

Escribir la negacion en cada una de las proposiciones:

- El metro es una medida de longitud.

- José Maria Velasco Ibarra fue 5 veces Presidente del Ecuador.
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- 1998 es un afio devastador para el Litoral Ecuatoriano.

- El mes no tiene 30 dias.

- Lalongitud de la circunferencia es igual a 2ar

- El tiempo es una magnitud fundamental.

- Laaceleracién no es una magnitud derivada.

- Lacandela es la unidad de la magnitud fundamental intensidad luminosa.
- El kilogramo sobre metro cubico es el nombre de la unidad de densidad.

- El vatio es la unidad de potencia.

2.1.2 PROPOSICIONES ABIERTAS Y PROPOSICIONES CERRADAS

Dadas las proposiciones, analizar los contenidos.

p: El Dr. Fabian Alarcén es presidente interino del Ecuador en 1998.

q:f(x)=x+5

La proposicion p se refiere a una persona que es Fabian Alarcén, quien determina
como presidente interino del Ecuador en 1998, lo cual es cierto. Esta proposiciéon

por lo tanto es cerrada.

La proposicion g es una funcién cuya variable es x; su valor no esta determinado

con exactitud. Esta proposicion es abierta..

En resumen:

Una proposicion es cerrada cuando el término es constante

Una proposicion es abierta cuando su término es variable es decir cuando no

esta determinado.
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Ejemplo 2.4: Identificar las proposiciones cerradas o abiertas:

- q: Guayaquil es conocida como la capital econémica del Ecuador.

- r:nes el primer puerto pesquero del Ecuador.

- sif(2)=2+3

p: x es capital del Ecuador.

- t:el nimero 21 es divisible por 3.

- u:mes cantén de la provincia de Manabi es la sultana del café.

- v: Latacunga es capital de la provincia de Cotopaxi.

Solucioén:

Las proposiciones p, ry u son abiertas

Las proposiciones g, s, t y v son proposiciones cerradas.

Las proposiciones abiertas pueden constituirse en cerradas sustituyendo por

Quito, Manta y Jipijapa respectivamente en p, ry u.

2.1.3 PROPOSICIONES COMPUESTAS

2.1.3.1 Operadores logicos

Los operadores légicos son:

Conjuncién A y (AND)
Disyuncién v o (OR)
Disyuncién exclusiva \'4 0
Condicional — Si ... entonces
Bicondicional > Si y solo si
Negacion — No (NOT)

Cuadro 2.1
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Ejemplo 2.5: Analice y busque los operadores légicos de cada una de las

expresiones siguientes:

- voy acomer o a escribir.

- El gato negro corre y maulla

- Si Maria estudia matematicas entonces va al cine.

- Un animal bala si y solo si es oveja.

Solucién:

Las cuatro proposiciones estan formadas cada una por dos proposiciones simples y
conectadas por la disyuncién o (OR), la conjuncién y (AND), el condicional entonces
y la doble condicién (bicondicional) si y solo si. Estas constituyen las proposiciones

compuestas, los simbolos estan en la tabla anterior.
2.2 CONJUNCION
La conjuncién es una combinacién de dos o mas proposiciones unidas por el

conectivo y.

Tabla de verdad de una conjuncion, y (AND).

<< S
< T <
<) >

Tabla 2.1
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Negacion de la conjunciéon NAND

2.2.1 Conjuncion negativa

La conjuncién negativa de dos proposiciones p y q esta representada

]:\i)r: p qyselee “nip,niq” o“nopynoq”.

2.3 DISYUNCION

La disyuncién es una combinacioén de dos o mas proposiciones conectadas por o

p q PAQ —~(pAq)

Vv vV vV F

vV F F v

F v F Vv

F F F v
Tabla 2.2

Punto de Apoyo: P A(Q se lee
pPyaq;pperoq

Tabla de verdad de una disyuncion o, (OR)

p q Pvq

Vv Vv v

Vv F v

F Vv v

F F F
Tabla 2.3

Negacion de la disyuncion, NOR

p pvq —~(pva)
v v v F
v F v F
F v v F
F F F v

Tabla 2.4




Analice la tabla siguiente y relacione con las anteriores

p q —p —q —pA—q —pv—q
% % F F F F
% F F % F %
F % % F F %
F F % % % %

Se establece que: ﬁ( pA q) =—pvVv—(, de igual manera ﬁ( pv q) =—pA—Q

Punto de apoyo: La negacién de la negacion de una proposicién es la misma
proposicion——p = P

Ejemplo 2.6: Sean p: Carlos es alto y q: Carlos es galan. Escribir los enunciados en
forma simbolica conpy q.

a. Carlos es alto y galan.

b. Carlos es alto, pero no es galan.

c. Esfalso que Carlos es bajo o galan.

d. Carlos no es alto ni galan.

e. Carlos es alto o Carlos es bajo y galan.

f. No esverdad que Carlos es bajo o que no es galan.

Solucién:
a. pAg
b. pA—q
c. —(-pva)
d. —pA—q
e. pv(-pnq)
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Ejemplo 2.7: Hallar la negacion de cada proposicion

p: El monte mas elevado de América del Sur es el Aconcagua y estd ubicado en

Chile.
q: El domingo préximo voy a nadar o voy a jugar futbol.

Solucion:

La primera conjuncidon es verdadera, las dos proposiciones son ciertas y su
negacion es: El monte mas elevado de América del Sur no es el Aconcagua o éste no
queda en Chile, esta disyuncion es falsa.

La segunda es una proposicion abierta, el valor de verdad esta condicionada de lo
que haga ese dia; no es ni falsa ni verdadera por hoy, su negacién serd una

conjuncion. El domingo proximo voy a nadar y no voy a jugar futbol.

Ejemplo 2.8: Analice el siguiente enunciado:

“Es falso que juan es alto y Carlos es bajo”.
Solucidn: Este enunciado se puede escribir —.(p A q) o también —pv —q

2.4 DISYUNCION EXCLUSIVA
El operador logico disyuncidn exclusiva (o exclusivo), tiene como simbolos XOR,

EOR, EXOR, Y 0 ©.

En la disyuncion exclusiva dos proposiciones p y q tienen un valor verdadero, si y
solo si cuando:

g. ptiene un valor verdadero y q tiene y valor falso.

h. p tiene un valor falso y g tiene un valor verdadero
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Tabla de verdad de la disyuncion exclusiva XOR

p q p ¥Yqg
\%

\'
\' F
F
F

\%
F
Tabla 2.5

m<|<<|™T™!

Una disyuncion exclusiva se puede representar utilizando disyunciones y

conjunciones, de esta forma: (p"—q) v (—p "q)

Observemos estas proposiciones

- Estoy en Manta o estoy en Portoviejo
- Trabajo o voy a jugar futbol
- Pasado mafiana le presto el libro a Juana o le presto a Javier
Como se ve las oraciones son acciones que solo se puede realizar una a la vez, en el

primer caso no se puede estar en dos lugares a la vez

El operador Disyuncion exclusiva es representado en el lenguaje java por el

simbolo: ~.

Sintaxis:a b

El uso de la Disyuncion Exclusiva en programacidon se opera con nimeros binarios:

0XOR0=0
0XOR1=1
1XOR0=1
1XOR1=0

101011 XOR 110001= 011010
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Ejemplo 2.9: La Empresa industrial ALES ofrecera descuentos a sus clientes
minoristas de categoria A y con residencia en Manta o a sus clientes de categoria B

con residencia en Chone.
Como se puede ver un cliente de categoria A solo tiene un lugar de residencia

registrado en los datos de la empresa industrial ALES.

La XOR o disyuncion exclusiva se puede relacionar con la operacién Unién exclusiva entre

conjuntos; en el diagrama de Venn se representa, asi

2.5 Propiedades de las proposiciones conjuntivas y disyuntivas

Es necesario conocer desde aqui las leyes que se dan en el algebra de
proposiciones con el fin de familiarizar al estudiante en el manejo de las
expresiones matematicas y relacionar con leyes de las operaciones aritméticas y la

de los conjuntos.

No. | PROPIEDADES CONJUNCION DISYUNCION
1 Idempotencia PAP=DP pvp=p

2 Asociativa (p/\q)/\rz p/\(q/\r) (pvq)vrz pv(qu)
3 Conmutativa pAg=qAp pvg=qvp

4 Distributiva de la conjuncion con respecto a la disyuncion

pA(gvr)=(pag)v(par)

5 Distributiva de disyuncion con respecto a la conjuncién

pv(gar)=(pva)a(pvr)

6 Identidad pAV =p pvFE=p

72




pArF=F pvV =V
7 Del pr—p=F pv—p=V
complemento —V=F;,—F=V ——pP=p
8 | De Morgan ~(prg)=—pv—q ~(pva)=—pr—q
9 | Absorcion pr(pva)=p pv(prg)=p
10 | Equivalencia pP=q=—pPvq p=qg=(p=aq)A(q= p)
p<a=(-pva)a(-avp)

Cuadro 2.2

CONEXIONES

1. Elsimbolo v se puede emplear para definir la unién de dos conjuntos, asi:

AuB={x|xeAvxeB}

2. El simbolo A se puede emplear para definir la interseccién de dos

conjuntos, asi:

AnB={x|xeA AxeB}

3. En la diferencia de conjuntos se puede aplicar el simbolo A por intermedio

de la propiedad de equivalencia, as:

A-B={x|xeA AxeB}

4. Para definir el complemento de um conjunto A se utiliza también el simbolo

A, asi:

Ac={x|xeRe Ax ¢ A}
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5. Coincidentemente muchas de las propiedades de las proposiciones llevan el

mismo nombre en las operaciones de conjuntos, basta sustituir los

simbolos: A por N, v por U, —A por A¢, V por Re, F por ¢, etc.

6. También se puede escribir A por *; v por +

Relacion entre proposiciones, conjuntos y aritmética

Proposiciones | Conjuntos Aritmética
AAB ANnB AB
AvB AUB A+B
Cuadro 2.3
—A Ac
V (tautologia) | Re (conjunto
F (falacia) ¢  (conjunto
—(AAB) (AN B)c
-AvA=V Ac UA=Re

Cuadro 2.4

Ejemplo 2.10: Dadas dos proposiciones abiertas. Encontrar la conjuncion y el

valor de verdad. Sean las proposiciones:

p(x)=x?-121=0; xe {Enteros(Z)}

q(x) = “X es un nimero primo mayor que 5y menor que 17”; X e {Z}

Entonces,

p(x)Aq(x) es la proposicién.
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Para cumplir con la proposicién conjuntiva es necesario que las dos proposiciones

sea verdaderas, para lo cual, el conjunto solucién de p(x) es P={1-11}; el
conjunto solucién de q(x) es Q={7,1113}. Se concluye que p(x)aq(x)es

R= {11}. Es el conjunto formado por los elementos comunes en Py Q

75



GUIA DE ESTUDIO 8

Objetivo
Fundamentar las propiedades de las proposiciones para la aplicacion exitosa en

problemas relacionados a la 16gica matematica.
Actividades
En el tiempo destinado al trabajo auténomo, desarrollar los ejercicios y en lo
posible verifique los resultados.
1. Enlos cuatro enunciados, identifique el enunciado verdadero
- Portoviejo esta en Ecuadory 3 + 2 =4
- Portoviejo esta en la provincia de Esmeraldasy 3 +2 =5

- Portoviejo esta en la provincia de esmeraldasy 3 + 2 =4

- Portoviejo esta en Ecuadory 3 + 2 =5

2. Elabore una tabla de verdad en cada proposicion

a. ~(pAg)v(-pAap)

b. (pA—a)a[-qv(pAq)]

C. —|(A/\ B)v—.[A/\—.(Av B)]

3. Construya dos proposiciones compuestas con las caracteristicas parecidas
del numeral anterior y elabore tablas de verdad, discuta con el estudiante

mas cercano sobre su desarrollo y verifique sus resultados.
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4. Realice un comentario personal o grupal sobre las propiedades de las

proposiciones.

5. Sean p: Hace calor y g: Esta lloviendo. Describir con un enunciado verbal y

escrito, las siguientes proposiciones:

a —p b. ——p C. —pvq

d. —pAg e. <(pva) f. —pAr—q

g. ~(pra) h. ——q i —pv—q
j.

6. Encuentre el conjunto soluciéon de p(x) y q(x), dadas las proposiciones

siguientes:

P(x):x* -2x-15;  x e {Enteros}
Q(x): x* +10x+25; x e {Enteros}

7. Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

a. Noesverdadque4+3=7y9-2=7

b. 25 esun numero divisible por 5y 8 no es par

c. 15-7=(5-3)(17-13)o0 (-4)(2) es negativo

d. Un rectangulo tiene 3 angulos rectos o un rombo tiene tres lados

desiguales
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Diversion
Una vez encontrado el asesino de Vera, comente con sus compafieros/as de grupo

sobre las clases de proposiciones que se dan para llegar a conocer su resultado.

.QUIEN ASESINO A VERA?

Vera, una de las protagonistas de la obra de teatro ha sido asesinada en su
camerino. Los datos que se administra se refiere a la distribucién de los camerinos
de cada uno de los cinco actores que participan en la obra, a saber: Vera, Eusebio,

Flora, Gustavo y Hortensia

1. El camerino del asesino y el de Vera, son contiguos al al mismo nimero de

habitaciones.
2. El camerino de Vera se encuentra al lado de Eusebio y del de Flora.
3. El camerino de Gustavo y el de Hortensia tienen el mismo tamafo.

4. El camerino de Flora no es contiguo al camerino de Gustavo.
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2.5 CONDICIONAL
En matematicas generalmente encontramos expresiones como: si “x e y son
nimeros impares” entonces “x + y es un numero par: si Xx<(ANB) entonces

Xe AAXeB

Como se ve las dos proposiciones simples o atémicas estdn conectadas con la
palabra entonces, si denominamos p: x e y son nimeros impares; q: X + y es un
numero par, se obtiene una nueva proposicién expresada por: “si p entonces q”,

llamada proposicién condicional, cuyo simbolo es p=40; p es llamada

antecedente, hipdtesis o premisa y q consecuente, conclusion o tesis.

p=q: Se lee:

» o« » o«

“si p entonces q”, “p solamente si q”, “p solo si q

» o« » o« » o«

,'sip,q”,“qsip”,

» o« » o« » o« » o«

cada vez que p”, “q con la condicién de que p”, “q cuando p”, “ q ya que p”, “q puesto

T

g cuando p”, “q

» o«

que p”, “q debido a que p

» o« » o« » o«

, 'q porque p”, “si tiene q se tiene p”,

» o«

solo si g, p”, “q pues
p”, “cuando p, q”, “los p son q”, “p implica a q”; generalmente cuando en una

expresion se encuentre causa y efecto.

;Qué es una condicional?

La condicional es una operacién entre dos proposiciones simples o atémicas
enlazadas por el conectivo condicional si.. entonces cuyo resultado es una

proposicién compuesta.

2.5.1 TABLA DE VERDAD DE LA CONDICIONAL

PUNTO DE APOYO:
P=0q=—PVv(

i< <<y
< || <R
<<’TJ<U

Tabla 2.6
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Ejemplo 2.11: Entre la relacién, nacionalidad - nacimiento de una persona.

Construir dos casos de proposiciones condicionales.

Al decir Pedro es ecuatoriano, se puede escribir: si Pedro nacié en Ecuador

entonces es ecuatoriano.

Al decir Juan es chileno, se puede escribir: si Juan nacié en Chile entonces es

chileno.

Ejemplo (Tomado de Matematicas Basicas, ESPOL, pag. 35)

P,: Todos los hombres son mortales

P,: Socrates es hombre

C: Sécrates es mortal

En este razonamiento conocido mucho tiempo, la ultima proposicion es la
conclusién a partir de las premisas dadas. Para que un razonamiento sea valido la

comunicacion hipotética debe cumplir

P AP,=C (Una tautologia)

En casos de razonamiento en los que las premisas son predicados con
cuantificadores diremos simplemente que son validos si los enunciados
hipotéticos:

PAP,A.AP,=C

Formada por las premisas B, P,,...,P, y la conclusion C son expresiones validas. De

nuestro ejemplo, podemos encontrar los predicados.

h(x) = x es hombre

m(x) = X es mortal
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Se considera que Re es el conjunto de personas y animales. Las premisas se

traducen como sigue:

PUNTO DE APOYO:

P, - vx[h(x) = m(x)] T e X
P,:h(S)

Y la conclusion C:m(S)
Por definicidn, la conclusion sera l6gicamente valida si la expresion:
wx{h(x) = m(x)] A h(S) = m(S)

Es valida; esto es, cualquiera sea la interpretacién Re escogida la enunciacién

hipotética debe ser verdadera:

Para el conjunto Re decir que Vx[h(x):m(x)]zl, equivale a decir que

[A=h(x)w Am(x)=Re]:

{ox(h(x) = m(x)]=1}= {wx[=h(x)v m(x)]=1}
— A-h(x) Am(x)=Re

En el ejemplo, S € Re, por tanto:

S eRe=[S € A-h(x)]v[S & Am(x)]

Se conoce (segunda premisa S e Ah(X)El, por lo que Se A—|h(X)=O y de esta

manera:

S eRe=[S e A-h(x)]v[S e Am(x)]
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=0v[S e Am(x)]
=[S e Am(x)]

Es claro que [S € Am(x)] significa que m(S) es verdad. Dicho de otra manera, si el

antecedente es verdadero, el consecuente seguramente lo es.

2.5.2 VARIACIONES DE LA CONDICIONAL

La condicional o implicacién es una funcion importante en los razonamientos
Iégicos, los cuales son presentados en forma: directa, reciproca, contraria o

inversay contrareciproca.

Ejemplo 2.12. Dada la proposicién: Todo hombre que es mantense, es manabita.

Escribir la implicacién directa, reciproca contraria y contrareciproca.
Solucion:

- Todo hombre que es mantense, es manabita

La implicacién directaes: p=(; v(p = q):V .

- Todo hombre que es manabita, es mantense

Es implicacién reciproca, simbdlicamente representada por (= p;

V= p)=F.

- Todo hombre que no es mantense, no es manabita.

Al negar los dos elementos de la implicacion directa, se obtiene la

implicacion contraria o inversa: —p = —(; v(ﬁp = ﬁq): F
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- Todo hombre que no es manabita, no es mantense

Al negar los elementos de la reciproca, el resultado es una implicaciéon

contrareciproca: —( = —p; vV(—q = —|p) =V

Conclusion:

- Un enunciado condicional y su reciproco o inverso no son légicamente

equivalentes.

- Un enunciado condicional

equivalentes.

y su

contrareciproca

son

légicamente

- Un enunciado reciproco y su inverso son légicamente equivalentes.

Lea, analice y saque conclusiones en las tablas siguientes:

o
>
-

~—~—
U

o]

o o T <] < <] <
| om| < < m o ml < <
o< <) T <| T <

PAT
\Y
F
\Y
F
F
F
F
F

<| < <| < <| 7 <| <| =

p q Condicional
directa P = (

Reciproca

qg=p

Inversa

Contrareciproca

\Y%

\"

\'

oo < <
m o< M| <
< <l T <

\'
F
\Y

\'
F
\'

F
\'
\'

83




2.5.3 CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE

Teniendo como partida el enunciado:

Un comerciante tiene cierto nimero de quintales de arroz, de tal forma que: si
agrupa de 2 en 2, le sobra 1, si agrupa de 3 en 3, le sobra 1, pero si agrupa de 4 en

4, no le sobran. Entonces, ;Cual es el numero de quintales de arroz?

Razonamiento:

Se puede entender si el comerciante agrupa de 2 en 2, sobra 1, por lo cual no es
multiplo de 2, si agrupa de 3 en 3, le sobra 1, por lo tanto, no es multiplo de 3, pero
si agrupa de 4 en 4, no le sobran, por lo tanto, es multiplo de 4.

Parece que algo no anda bien, porque el nimero de quintales de arroz es multiplo
de 4, también debe ser multiplo de 2, debido a que 4 es multiplo de 2. Luego el

problema no esta correctamente planteado.

Esto quiere decir que las condiciones se contradicen y el problema no tiene
condiciones claras, por lo consiguiente no se puede calcular el nimero de quintales

de arroz que tiene el comerciante.

Para ESPOL. FUNDAMENTOS DE MATEMATICAS, 2006, menciona desde el punto
de vista légico, suponiendo que n es un nimero positivo bien definido, se tendra la
propiedad siguiente: “si n es multiplo de 4, entonces n es multiplo de 2, lo cual se

puede expresar” p = (, donde p: n es multiplo de 4 y g: n es multiplo de 2.

“Al ser la proposicion” p= (g verdadera, la condicién “n es divisible para 4” es
suficiente para que “n sea divisible para 2”; esto quiere decir, que basta que n sea
divisible para 4, para que este mismo n sea divisible entre 2. Esto indica que p “es

condicion suficiente para” q.

Por otra parte, “la condicién “n es divisible para 2” es necesaria para que “n sea
divisible para 4”; esto dice, que se requiere que n sea divisible entre 2, para que ese

mismo n sea divisible para 4”. “Esto significa que” q “es condicion necesaria

para” p
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Ejemplo 2.13: Las proposiciones siguientes son verdaderas:

“Sin es divisible para 28, n es divisible para 2”
- “Sinesdivisible para 14, n es divisible para 2”
- “Sines divisible para 28, n es divisible para 14”

Parafraseando las proposiciones, se tiene:

“n es divisible para 28”, es condicion suficiente para que “n sea divisible para 2”

“n es divisible para 2”, es condicion necesaria para que “n sea divisible para 14”

“n es divisible para 14”, es condicidon necesaria para que “n sea divisible para 28”

(p.18)

PUNTO DE APOYO:
Cuando una proposicion P => ( es verdadera, se puede

EEINT3

parafrasear: “se necesita p para que q”, “para que suceda p,

EENTS

es necesario que suceda a q”, “q con la condicion de que p”,
entre otras formas

Leyes de las implicaciones ldgicas

FORMA SIMBOLICA TAUTOLOGIA
p=0p Trivial
p=(pva) Adicién
(prg)=p Simplificacién
[(p = q)/\ p] =q Modus Ponendo Ponens

Suposicidn del Antecedente

[( p= Q)/\ —|C]] =P Modus Tonendo Tollens

Negacion del Consecuente

[( pv CI)/\ —|p] =(q Silogismo Disyuntivo

[(p = q)/\ (I’ = S)]: [(p A r): (q A 5)] Dilemas Constructivos

[(p=a)A(r=s)]=[(pvr)=(qvs)]

)
[( p= q)/\ (q — r)] — (p — r) Transitividad o Silogismo Hipotético
)

[(pearl@er)=(per)
CUADRO 2.5: Leyes de las implicaciones logicas
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Para demostrar estas propiedades, se pueden utilizar tablas de verdad o mediante

la simplificacion algebraica con la utilizacién de propiedades.

Ejemplo 2.14:

Demostrar la equivalencia légica [(p=> ) p]= q, utilizando algebra
[(p=a)rp]l=a=[-pva)rp]=q
= [=pAp)v(pad)=a
= [Fv(prg)l=q
= (prg)=¢
= ~(pAg)vg
= —pv—qvg

= —|p\/V =V

Argumentos
Argumento es un conjunto de premisas seguidas por una conclusion. Un
argumento puede ser falso o verdadero, y es demostrado o verificado mediante la

aplicacion de propiedades, tablas de verdad, diagramas de Veen, diagramas de

Karnaugh, etc.

Ejemplo 2.15: Determinar si el argumento es verdadero o falso.
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Si Maria estudia Matematicas entonces Carlos estudia Fisica. Si Carlos no estudia
Fisica entonces Manuel se dedica al atletismo. Manuel no se dedica al atletismo.
Por lo tanto Maria no estudia Matematicas

Solucion:
p: Maria estudia Matematicas
q: Carlos estudia Fisica

r: Manuel se dedica al atletismo

El argumento en forma simbélica es:

[(p = q)/\ (—.q = r)/\ —|r] =P Propiedad de equivalencia
[(—|p \ q)/\ (—|—|q \ r)/\ —|r] =P Propiedad de complemento
[(—|p \% q)/\ (q \Y, r)/\ —|I’] =—p Propiedad distributiva

{(pAg)v(=pAar)v(gaag)v(gar)a—r}= —p Propiedad distributiva
[(pAgA=r)v(=pArA=r)v(gagAa—r)v(gAr A—=r)|=—p Idempotencia, compl.
[(=p AgA=r)v(F)v(ga=r)v(F)= —p propiedad de identidad

[(<p AgA—r)v(gA—r)]= —p propiedad de equivalencia
—~(=prga=r)v(@a—r)lv—p Ley de Morgan

[H(=pAga=r)a~gAa=r)lv—p Leyde Morgan

[(pv—avr)a(=qvr)]v—p Propiedad de absorcion

(—.q \Y, r)\/ —p Propiedad asociativa

_|quV_|p

El argumento no es verdadero, puesto que, realizando una tabla de valores, se

tiene:

p —|p q —|q r —|quv—|p
\'% F \% F \% \'%
\'% F \% F F F
\'% F F \'% \'% \'%
\'% F F \% F \%
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| | om| o
< < < <
mom < <
<| <| m| ™
< T <
< < < <

El resultado no es una tautologia por lo tanto el argumento es falso
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GUIA DE ESTUDIO 9

Objetivo
Utilizar el conocimiento de las proposiciones condicionales para resolver

ejercicios

Actividades

El estudiante en su trabajo auténomo debe resolver los ejercicios siguientes:

1. Escribala inversa o reciproca de cada una de las siguientes expresiones:

a. (pvg)=r

b. (pAg)=r

c. /Q=r

2. “si4 +6 =10, entonces 12 - 5 =4" es una implicacion. Escriba las expresiones

siguientes:

a. Lareciproca.
b. La contraria o inversa.

c. La Contrareciproca

3. Encontrar el valor de verdad, mediante la elaboracion de tablas, las

expresiones siguientes:

a. (—prg)=r

b. (—|p = —|r)\/ —(
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c. (prg)=[(p=r)v—q]

4. Determinar el valor de verdad de las condiciones siguientes, analizando sus

cuatro posibilidades (ver tabla de la condicional):

o8]

. Si Ecuador prospera, entonces el Fendmeno de El Nifio es derrotado.

b. Si Barcelona Sporting Club gana en su estadio, entonces es campe6n de la

Copa Toyota - Libertadores de América.

o

Si Irak respeta el anti armamentismo, entonces habra paz en Oriente.

d. Si el simbolo dimensional de potencia es L?MT 3, entonces en vatio es

J_ m?kg.s>.
S

5. Establecer si el siguiente razonamiento es verdadero.

P,: Todos los niimeros racionales son reales.
P,: Ningiin numero real es complejo.

C: Ningin nimero real es complejo.

6. Determine silos argumentos son falsos o verdaderos.

a. Juan viaja a Portoviejo con la condicién de que Maria viaje a Quito, entonces

Juan viaja a Portoviejo.
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b. Ni Roberto ni Juana aprueban el semestre, por lo tanto, Elena aprueba el

semestre.

Escriba en forma simbélica los argumentos siguientes:

a. El Ecuador es pais amazonico y Chile es productor de cobre.

o

. SiJuan tiene dos ddlares, se tiene que Zoila no va al cine. Zoila va al cine.

(@]

. Portoviejo es la capital de Manabi, cuando Manta es un puerto maritimo.

d. Si Leonidas Proafio es parroquia de Montecristi y Tarqui es parroquia de

Manta, debido a que Manta es Puerto pesquero.
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Facetas

UN ASTEROIDE SE APROXIMA A LA TIERRA

Un asteroide de 1.6 km de ancho pasara cerca de la Tierra en el 2028, advirtieron
los astronomos, podria caer sobre el planeta.
El asteroide que no habia sido detectado hasta ahora; pasara a unos 42.000 km del

centro de la Tierra.

Origenes

Se cree que el asteroide procede del cinturén Marte y Jupiter.

El asteroide sera visible sin gran dificultad desde el norte de Europa, pasara por la
orbita de la Luna.

Llamado como asteroide 1997 XF11, estard mas cerca de la Tierra a las 18H30 del

jueves 26 de octubre del 2028

Tierra Asteroide Luna

(= o O

Distancia de la Luna a la Tierra 384.400 km

¢ Qué ocurriria si cae sobre la Tierra?

e Elimpacto del asteroide equivaldria al de cientos de bombas atémicas.

e Millones de toneladas de materia saldrian disparadas a la atmoésfera por el

golpe.
e Terremotos y oleajes masivos devastaran grandes areas.

e Residuos derretidos desencadenarian incendios de bosques en todo el

globo.

e El humo taparia el Sol, lo que enfriaria el planeta y formaria lluvia acida.

REUTER “EL UNIVERSO”
N¢178.19-03-98
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2.6 LA BICONDICIONAL

De la lectura anterior se puede extraer el siguiente razonamiento. El planeta Tierra

se enfriaria si y solo si el humo devastador tapa el Sol.

La expresion siy solo si representa a una equivalencia, cuya notacién es <

Por lo tanto se puede decir que la equivalencia es una relacién bicondicional entre

dos proposiciones atémicas o moleculares, en otros términos existe una doble

implicacion, asi:

(p=a)r(a=p)

Punto de apoyo:

“Proposiciones atomicas o
simples son las mas elementales
sin conectivos de enlace”. “Las
proposiciones moleculares o
compuestas esta formadas por
dos 0 mas proposiciones atdmicas

2.6.1 Tabla de verdad

p q P=q (p=q) (a=p) |(p=a)Alg=Dp)

Vv Vv Vv v Vv Vv

v F F F Vv F

F Vv F v F F

F F v v Vv Vv
Tabla 2.7

Como se puede apreciar (p<q)=[(p= q)A(g= p)]

Ejemplo 2.16: Analice cada caso y verifique si se trata de una doble implicacién.

Establezca el valor de verdad con la respectiva notacion.

a. (52=25)= (3

:9)

b. Juan comete infracciones si y solo si es un mal conductor
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Solucion:

a. p:5°=25,elvalordeverdad v(p) esV;

q:3* =9, el valor de verdad c(q) es V

Por lo tanto, el valor de verdad de la proposicion molecular V(p = q) =V

b. Analicemos mediante las cuatro posibilidades:

- Si Juan comete infracciones y es un mal conductor, la bicondicional es

verdadera.
- Sijuan comete infracciones y es un buen conductor, la condicional es falsa.
- SiJuan no comete infracciones y es mal conductor, la bicondicional es falsa.

- Si juan no comete infracciones y es un buen conductor, la bicondicional es

verdadera.

Por lo tanto, el valor de verdad v(p < q)=V

Ejemplo 2.17: Construir la tabla de verdad de la proposicién

(-p=0q)=(p=-0q)=y

p q —p —q —P=q p=-—q y
\'% \'% F F \'% F
\'% F F \% \'% \'% \%
F \'% \% F \'% \'% \%
F F \% \% F \'% \%

Ejemplo 2.18: Simplificar el enunciado: “No es verdad que los claveles no son

rojos si y solo si las violetas son azules”.
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Sean —p: los claveles no son rojos; q:las violetas son azules. El enunciado se

puede escribir —|(—|p & q)z ——pg=p<q.

Esto equivale a decir que: los claveles son rojos si y solo si las violetas son azules.

También se puede comprobar algebraicamente.

2.6.2 ORDEN DE LOS OPERADORES

Reglas
1. (p A q)v (q = r) la conectiva predominante es la disyuncion.
2. Sila proposicién compuesta esta escrita con signos de puntuacién, pueden
ser sustituidos por signos.
5+2=702+5=7y5+ 1 =6 se representa (pvq)/\r, la conectiva
predominante es la conjuncidn.
Si3+5=9entonces2+7=9y4 -2 =1, serepresenta por p:>(q/\r), la
conectiva predominante es la condicional.
3. Si no hay signos de puntuacién ni paréntesis, se debe considerar con el
L v
orden de izquierda a derecha. -, —,=, <
A
Si pvg= —p, seescribe (pvq):>—|p.
4. Si la proposicién no tiene signos de puntuacién, ni paréntesis, hay dos

Casos:

4.1 se puede indicar el orden de los operadores, e indicar cual es el
operador predominante, para escribir los signos de puntuacion

correspondientes.
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4.2

Si en pAQ<—p, la conjunciéon es el conector predominante; se

representa (p A q)<:> —Pp.

Si en —p=>qvr, la negaciéon es el operador predominante, se

representa —{p = (qv )]

si la proposicion tiene el mismo operador o de igual fuerza, se pueden

dibujar los paréntesis de izquierda a derecha.

Si p=q=—p=r, se escribe de esta forma [(p = q):>—.p]:> r

Si rvtarat,seescribe [(rvt)ar]at
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GUIA DE ESTUDIO 10
Objetivo
Afianzar conocimiento relacionados a las proposiciones condicionales y

bicondicionales para mantener el dominio légico de proposiciones.
1. De la lectura “UN ASTEROIDE SE APROXIMA A LA TIERRA”, construya 3
proposiciones bicondicionales.
2. Demostrar mediante una tabla de verdad que:

p AQ Implica légicamente p <> (o sea (p /\q):> (p & p)

3. Demostrar que p <> q=(—pvg)A(—qv p)en una tabla de verdad.

4. Establezca el valor de verdad en las proposiciones moleculares siguientes:
a. (x=5)«(x2 =25)
b. (a+b=5)<=(b=3)
¢ (x=4)e(x+3=7).

5. Con un compafiero/a de aula construya dos proposiciones moleculares y

elabore una tabla de verdad.

6. Lea un articulo en uno de los periddicos (rotativos locales o nacionales)
comente en una reunién de trabajo y construya tres proposiciones y analice

la doble condicional en sus cuatro posibilidades.

7. En un taller de matematicas escriba una proposicion molecular en funcién

de la conjuncion, disyuncién y la bicondicional. Elabore una tabla de verdad.

8. Identifique el conector preponderante y luego simplifique las expresiones

siguientes:
a. [(p=a)ela=-rl=q
b. [[@e p)=r]allr = p)a—r]

c. [r=s)arvs)v[res)r—s]
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9. En las expresiones del ejercicio 8 demuestre con tablas de verdad los

resultados obtenidos.

10.De su propia creacion escriba tres expresiones, tomando como modelo el

ejercicio 8, simplifique y verifique los resultados con tablas de verdad.
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ALFABETO GRIEGO

A o a alfa B /g b beta ' vy g gamma | d ¢ f fi A 6 d delta
E ¢ e épsilon Z ¢ ds zeta H n e eta ® 6 th theta [ ¢ i iota
K x k kappa [A A | lambda |[M 4 m mu | N v n nu E & xox
O o o omicron |[IT =~ p pi P p r rho Y o s sigma | T 7 t tau
Y o u ipsilon X y ] ] Y v ps psi Q o 0 omega

A partir del siglo 1V, este alfabeto es empleado en general en toda Grecia, de este se
derivan los distintos alfabetos europeos.

Los términos alfa y omega aparecen en el Apocalipsis, refiriéndose a Dios es:
“principio y fin de todo”.

Muchas letras mayusculas y mindsculas son utilizadas en matematicas, estadistica

y fisica para representar: planos, segmentos, férmulas algebraicas, etc.

Curiosidades

Cuando empezo la era de las computadoras

Al iniciar el siglo XIX en 1822, el cientifico inglés Charles Babbage

inventd una maquina diferencial, que permitia calculos de las

funciones trigonométricas y logaritmicas usando tarjetas Jacquard.

En 1834, desarrollé una maquina analitica para realizar operaciones aritméticas de
suma, resta, multiplicacién y division, mediante el almacenamiento de datos en una
memoria (de hasta 1000 ntimeros de 50 digitos) e imprimir los resultados.

El proyecto no pudo llevarse a la practica por falta de medios. Al cabo de varios
afios se consigui6 finalmente producir los “relais”, dispositivos electrénicos que
permitieron calculos mil veces mas rapidos que los de las maquinas de Babbage.
Un paso decisivo lo constituy6 el descubrimiento de las valvulas, es decir, de los
dispositivos electrénicos que permitieron aumentar mas adn la rapidez de los
calculos. El invento de los transistores, en 1948, condujo al mejoramiento. Las
velocidades a las que se efectiian las operaciones sobrepasan hoy millones de
millones de veces superiores a las de la maquina inventada por Babbage
https://es.wikipedia.org/wiki/Charles_Babbage
http://www.dosideas.com/noticias/actualidad/446-charles-babbage-el-padre-de-

las-computadoras
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https://es.wikipedia.org/wiki/Charles_Babbage

2.7 DIAGRAMAS DE KARNAUGH

Al igual que en la Teoria de Conjuntos, para la representacion grafica se utiliza los
diagramas de Veen, el estudio de las proposiciones se ve ampliada con los
polinomios booleanos. George Boole, 16gico y matematico inglés autor del “Reticulo
distributivo complementado”, llamado también “algebra de Boole”.

Estos polinomios pueden ser representados graficamente en los diagramas de
Karnaugh que consisten en un conjunto de celdas, éstas dependen del nimero de

proposiciones. La distribucion de las celdas esta contemplada, si:

Es una proposicion el nimero de celdas son 21 =2

Hay dos proposiciones, el nimero de celdas son 22 =4

Hay tres proposiciones, el nimero de celdas son 23 =8

En general: si hay n proposiciones, el nimero de celdas son 2n.

El diagrama de Karnaugh conocido también como diagrama de Veitch o Mapa - K
(Mapa-KV) utilizado para simplificaciéon de expresiones booleanas, fue inventado
por el fisico y matematico Maurice Karnauh en 1950, fue integrante de los
laboratorios Bell.

Los mapas o diagramas de Karnaugh, son herramientas utilizadas para la
simplificacion de circuitos logicos.

Una de las formas de representar los mapas diagramas es esta:

A

B{ ABC | mBC |
ABC | ABC - A A [a
{ BC | ABc | o A8 R TR
ABC | ABC

ABC | ABC

Diagrama 2.1
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Leyenda: A proposicion positiva; A proposicion negativa.

B proposicion positiva; B proposicidn negativa.

C proposicion positiva; C proposicion negativa

Las proposiciones negativas como se observa estan representadas por un signo

negativo sobre la letra.

Tratandose de cuatro proposiciones

A B
c ABCD | ABCD | ABCD | ABCD
ABCD | ABCD | aABcD | ABCD
D || ABCD | ABCD | ABCD | ABCD
ABCD | ABCD | ABCD | ABCD

Diagrama 2.2

Otra forma de utilizar los diagramas o mapas de Karnaugh es:

BC
00 01 11 10
000, 001, 011, 010,
0 3
100, 101, 111, 110,
1 4 5 7 6

Diagrama 2.3

La primera fila A: corresponde a 0
La segunda fila A: corresponde a 1

La primera columna BC:B=0yC=0
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La segunda columna BC:B=0yC=1
La tercera columnaBC:B=1yC=1
La cuarta columna BC:B=1yC=0

Para la simplificacién se debe observar que el resultado de la tabla tenga el
numeral 1, formar grupos con celdas adyacentes (no diagonales) en forma

horizontal o vertical.

Los polinomios booleanos pueden ser expresados como funciones en forma

normal conjuntiva y forma normal disyuntiva.
F:(x+y)x+y)x+y)Yx+y)forma normal conjuntiva

F:xy+xy+xy+xy forma normal disyuntiva

Mapas con tres variables XYZ

Dado el polinomio F: XY Z+XYZ+XYZ+XYZ", represente en el mapa de

Karnaugh
YZ
X YZ Y'Z YZ YZ©
X" 1 1
X

Diagrama 2.4

En el mapa se observa que la primera columna de celdas de color verde no hay
cambio de Y Z7; en las celdas pintadas de azul no hay cambio en X'Z, dando lugar

a una simplificacion del polinomio.

Elresultadoes: XZ+YZ®
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Mapas con cuatro variables ABCD

CD

AB

00

01

11

10

00

01

11

10

Diagrama 2.6

Cabe recordar las propiedades de las proposiciones y la relacién que tienen con los

conjuntos y muy coincidentemente con algunas expresiones del algebra. Se ilustra

la relacién en la siguiente tabla:

PROPOSICIONES CONJUNTOS ALGEBRA
AAB ANnB A*B o AB
Av B AUB A+B
Av —A AU A A+A
AA—A ANA° AA
—~(AnB) (AnBY AB
Cuadro 2.7
Ejemplo 2.19: Dado polinomio

y=(AA—BA—C)v(-AABAC)v(-AAr—BA—C)o y=ABC+ABC + ABC.

a. Representar en el mapa de Karnaugh.

b. Escribir como operacion de conjuntos.

c. Representar en un diagrama de Venn

103




Solucioén:

a.
BC BC BC BC BC
A 00 01 11 10
A 1
Explicacion

Se observa que las celdas de color verde son las que representan al polinomio

booleano:

0 0 0, correspondiente a la fila y columna de ABC, es el valor de verdad es 1 o

verdadero.

1 0 O, corresponde a la fila y columna de ABC, el valor de verdad es 1 o

verdadero.

0 1 1, corresponde a la fila y columna de Z\BC, el valor de verdad es 1 o

verdadero.

b. (Am B¢ mC")u(A" mBmC)u(A" N B¢ mC")

c. Representacion en el diagrama de Veen
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2.7.1 RELACION CON LOS CONJUNTOS

Se habia mencionado anteriormente que el estudio de las proposiciones tiene una
relacién intima con los conjuntos, para resaltar esta precision se tomé el polinomio
booleano y se realizd las sustituciones respectivas de acuerdo a la tabla anterior.
Aplicando el método grafico se puede establecer las areas correspondientes de esta

operacidn de conjuntos, cuyo signo preponderante es la unién, el resultado es:

(Am B¢ mCC) Color amarillo
(A° N B mC) Color gris

(A° " B¢ ch) Color verde

Su verificacion puede darse realizando la operacion de conjuntos paso a paso o

dando elementos a los conjuntos A, By C.

Ejemplo 2.20: dado el polinomio booleano y = Ri + ABC + ABC . Encuentre:

1. Larepresentacion grafica en el diagrama de Karnaugh.

2. Laexpresion transformada en operacion de conjuntos.
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Solucioén:

BC| BC | BC | BC | BC
A 00 | o1 | 11 | 10
A
0
A
1
a) BC
BC| BC | BC | BC | BC
A 00 01 11 10
A
0
A
1
c) K?
BC| BC | BC | BC | BC
A 00 01 11 10
A
0
A
1
e) AB

BC| BC | BC | BC | BC
A 00 | o1 11 10

A

0

A

1

b)i

BC| BC | BC | BC | BC
A 00 01 11 10

A

0

A

1

d) ABC

BC| BC | BC | BC | BC
A 00 01 11 10
A

0

A

1

f) AB




BC| BCc | BC | BC | BC BC| BCc | BC | BC | BC
A 00 01 1 10 A 00 01 11 10
A A 1 1 1 1

0 0
A A 1 1
1 1

g) ABC

h) Solucién

2) La expresion transformada en operacion de conjuntos

A ~(B° ~C) [u(AnBACE)U[(ANBY AC]
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GUIA DE ESTUDIO 11

Objetivo
Interpretar las propiedades de las proposiciones y de los conjuntos, observadas en

los mapas de Karnaugh y en los diagramas de Veen.

Actividades
En el tiempo destinado para el trabajo auténomo, resuelva los ejercicios que se

dan a continuacion:

1. Represente en los diagramas de Karnaugh, los polinomios booleanos

siguientes:
a. y=ABC+ABC+ABC

b. y=AB+AB

c. y=ABCD+ABCD+ABCD

d. y=ABC+ABC + ABC

e. y=(A+B+CJA+B+C)

f y=(AB+AB)AB+AB)+(AB+A)
g y=(ABC +ABC)AB+BC)

h g=(xYZ+XvZ\XYZ+xVZ)

2. Transforme los polinomios booleanos de la pregunta 1 en operaciones de

conjuntos. Resuelva graficamente en los diagramas de Veen.

3. Construya tres operaciones de conjuntos y transforme en polinomios

booleanos. Compruebe los resultados.
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En los mapas de Karnaugh siguientes: Identifique los términos booleanos

(celdas coloreadas) y construya polinomios.

BC| BC | BC | BC | BC BC| BC | BC | BC | BC
A 00 01 1 10 A 00 01 1 10
A A
0 0
A A
1 1
a) b)
BC| BC | BC | BC | BC BC| Bc | Bc | BC | BC
A 00 01 11 10 A 00 01 11 10
A A
0 0
A A
1 1
(c) (d)
BC| BC | BC | BC | BC BC| BC | BC | BC | BC
A 00 01 11 10 A 00 01 11 10
A A
0 0
A A
1 1
(e) (f)
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10

11

BC

01

00

BC

10

BC

11

BC

01

BC

00

BC

(h)

(8)

10

BC

11

BC

01

00

BC| BC

10

BC

11

BC

01

BC

00

BC

(1)

(1)

O o

oq ~

Q ~

a0 —

8 3

O o

[a] <

o

Sa] |<C < ~
<

1O =)

o —

(@) —

B Al

O —

[aa] <

@) =)

[aa] e

O

m = |<C © < —

Q)

(k)

10

11

01

00

CD

AB

00

01

11

10

10

11

01

00

CD

AB

00

01

11

10

(m)

(1)
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Facetas

EL CIRCUITO ELECTRICO

Segun Grayson - Smith (1967) Los conceptos cambiantes de la CIENCIA, menciona
que:

El circuito eléctrico es el recorrido de la energia que es transportada por alambres
especialmente de cobre por ser los mejores conductores de electricidad. Se utiliza
para hacer trabajos en otros lugares.

Las fuentes de energia mdas comunes son la pila voltaica y la bateria de
almacenamiento, mantienen el flujo de la corriente a expensas de la energia
quimica de las reacciones que ocurren dentro de la pila.

En el generador mecanico o dinamo, la corriente se mantiene fluyendo a merced a
una bobina que gira entre los polos de un iman. La fuente de energia es el trabajo
mecanico, proporcionada por una caida de agua, una maquina de vapor u otro tipo
de motor.

La corriente eléctrica realiza un trabajo en el otro lado del circuito en muchas
formas tales como:

La produccion de calor o luz, en un calentador, en una ldmpara incandescente, y
en un tubo de gas como el que utiliza en el alumbrado publico y en los tubos
fluorescentes de muchos domicilios.

Trabajo mecanico, en motores eléctricos.

Electrolisis, en la cual la corriente efectia trabajo al descomponer diversos
compuestos quimicos en reacciones que absorben energia, lo opuesto a la reaccién
productora de energia de la pila voltaica. (p.250)

La ley fundamental de los circuitos es la ley de Ohm: R = V/I, donde R es la
resistencia de circuito, V la diferencia de potencial en volts e I es la corriente en
ampers. De la misma ley se deriva otras formulas muy necesarias para el estudio

de los circuitos eléctricos, entre estas se tiene:
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Existen dos formas de circuitos eléctricos, cuyas resistencias estan conectadas en

serie, en paralelo o combinadas entre ambas.

INTERRUPTOR

CONExi1ON DE
CONDUCTORES

112



2.8 CIRCUITOS Y COMPUERTAS LOGICOS

2.8.1 CIRCUITOS LOGICOS

De la lectura CIRCUITOS ELECTRICOS, se puede identificar las dos formas de

circuitos: en serie, en paralelo o combinados entre si, en la misma manera forma se

encuentran los circuitos logicos, para tener claridad obsérvese las ilustraciones

siguientes:
A B
O O
Fuente Foco
(1)
B
A £
R

O —
) Foco
Fuente

A
Pl
Ry

(3)

A

—O—

| e

Fuente

B

(2)

—
Fuente

O e

A
O
A
. B
C

40_

@
(4)

T Foco
A

Foco

Sean A y B interruptores abiertos, A y A" interruptores tales que el primero esta

activado y el segundo desactivado. Los interruptores A y B se pueden conectar con

un alambre, logrando obtener circuitos en serie o en paralelo como demuestran los

graficos 1 y 2.

El circuito 1, representa la conjuncion AAB; el circuito 2, representa la

disyuncion Av B, que son tratados en tablas de verdad con dos proposiciones A y

B o estudiados en mapas de Karnaugh.

Un circuito conmutador booleano es un dispositivo de alambres e interruptores

que forman mediante la combinacién de los circuitos en serie y en paralelo cuyos
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conectores son A y V. También se interpreta por el signo de la multiplicacién y la

suma en algiin momento.

Los diagramas 3 y 4, representan una composicion mixta de circuitos en serie y en

paralelo.

El circuito 3 se escribe AA(Bv —A), en otros términos A(B +R).

El circuito 4 se escribe (AA—B)v [(-Av C)AB],y de otra forma AB+ (/1+ C)B

Si se elabora en diagramas o mapas de Karnaugh para los circuitos 3 y 4 los

resultados son los siguientes:

1 -

Para el circuito 4, desarrollando paso a paso la solucién es:

BC BC
A BC | BC | BC | BC® A
A A
- "
AB
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BC
A\ | BC'| BC | BC | BC

(-A+C)B AB+(—A+C)B

Ejemplo 2.21: Estudiar los circuitos siguientes:

Aﬂ C
| —e . —
A B B A
e ol
c
D
(5) (6)

En el circuito 5 los interruptores A, B, Cy C’, estdn conectados, mientras que A’, B’

y, D esta desconectados, el polinomio booleano resultante es:

y=(A+§+C)+(ﬂB+E+ D)

Por la forma en que se encuentran los interruptores el circuito esta activado por A,

CyC.

En el circuito 6 A y A" estan conectados o cerrados, mientras que B y C estan

desconectados o abiertos; el polinomio resultante es:
y=(A+ B)(C +K).

El circuito esta activado por los interruptores Ay A"
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2.8.2 COMPUERTAS LOGICAS

Los circuitos ldgicos, forman la estructura de cualquier dispositivo para
seleccionar o combinar sefales de manera controlada. Entre los campos de
aplicacion de estos tipos de circuitos pueden encontrarse en la conmutacion
telefdénica, transmisiones por satélite y en el funcionamiento de las computadoras

digitales.

Las unidades elementales de un dispositivo légico se llaman puertas logicas

digitales. Una puerta y (AND) tiene dos o mas entradas y una Unica salida.

El resultado o salida de una puerta y es verdadera sélo si todas las entradas son

verdaderas. Una puerta O (OR) tiene dos o mds entradas y una sola salida.

El resultado o salida de una puerta o (OR) es verdadera si cualquiera de las
entradas es verdadera, y los resultados es falso si todas las entradas son falsas. Una
puerta inversora (INVERTER) tiene una sola entrada y una sola salida, y puede

convertir una sefal verdadera en falsa, constituyendo funcién negacion (NOT).

Con puertas elementales pueden construirse complicados circuitos l6gicos, entre
ellos los circuitos biestables llamados flip-flops, que son interruptores binarios,
contadores, comparadores, sumadores y combinaciones mas complejas. La

simbologia que se va a emplear es:

CONECTOR/COMPUERTA,
ENTRADA(S), SALIDA NOMBRE TABLA DE VERDAD
CONNECTOR/GATE, NAME TRUTH TABLE

INPUT(S), OUTPUT

=g
= O|N

A 7 AMORTIGUADOR
BUFFER

AND

m 1=

[

<
= =Y I~
_R R, OoOOoO|W
= O O OIN

==l
o oW
= OIN

A 7 0 (0, en sentido inclusivo)
B OR
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o11]1
1111
A|B| Z
. . 010]0
A 7 OE (O, en sentido exclusivo) 11011
B XOR (EXCLUSIVE-OR) ol1l1
1110
Z
A 7 N, NEG o INVERSOR 1
NOT or INVERTER 0
A|B| Z
A— , NY (NY) (1’ 8 1
B— )O NAND (NOT AND) ol1l1
111/0
A|B| Z
NO (N 0) (1’ g (1)
NOR (NOT OR) ol1lo
1110
A|B| Z
A , NOE (N OE) 2 g 3
B NXOR (NOT EXCLUSIVE-OR) ol11lo
1111

Fuente: Dr. ].] Luetich. 10 de mayo 2003

Ejemplo 2.22: Representar el polinomio y=AB+AB

logicas

Solucion:

Cuadro 2.8

AB

mediante compuertas

I e Rl
-
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Ejemplo 2.23: Representar el polinomio booleano y = AB + [B(K+ C)]
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GUIA DE ESTUDIO 12

Objetivos
- Construir circuitos l6gicos conociendo polinomios booleanos y verificacion

mediante tablas de verdad.
- Simplificar polinomios booleanos mediante mapas de Karnaugh.

- Identificar la simbologia de las puertas logicas.

Actividades

Durante el tiempo para el trabajo auténomo, resuelva los ejercicios siguientes:

1. En cada uno de los polinomios booleanos aplique el mapa de Karnaugh

a. y=AC (B + K)
b. y=A[B+C)+BC
¢ y=|(A+B)c+AB
d y= AB(§+C)+C(Z\+ E)
e. y=(AB+C)+A(A+B)+B(B+C)
t y=(AC+B)AC+AB)
¢ y=ABC+D)+B(CD+Al
2. En los diagramas que estén a continuacién, estidielos y escriba el polinomio

booleano correspondiente. Las celdas coloreadas son las que tienen valor de

verdad.
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(a) (b)

(g) (h)
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BC

BC

A

3.

4,

5.

(1 ()

De los diagramas del ejercicio anterior, los polinomios booleanos
identificados, represente en circuitos y compuertas légicas. Recuerde que
las celdas coloreadas tienen valor de verdad y habilitan la activacién del

circuito.

Con un compafero/a de aula, construya dos polinomios booleanos de tres y
cuatro variables y elabore tablas de verdad, mapas de Karnaugh, circuitos y

compuertas légicas. Verifique los resultados y escriba las conclusiones.

De su propia inversion escriba una operaciéon combinada con cuatro
conjuntos, resuelva graficamente y transforme en un polinomio booleano.

Compare resultados conclusiones.
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Curiosidades

Lea y comente con su compafiera/o, sobre:

ORDENADORES, NUEVAS ARMAS TOPOGRAFICAS

La compafiia SPOT Image Corporation con sede en Virginia, no tiene problema en
reconocer que los archivos de la Academia Rusa de Ciencias y de la propia KGB le
han permitido desarrollar una técnica de imagenes pancromaticas de gran
resolucion.

“Es un mercado puntero, copado de tres o cuatro empresas en todo el mundo, en el
que la tecnologia digital por satélite permite lograr la mas perfecta cartografia con
un error minimo”, ha sefialado a Efe Gary Kuchel, gerente de ventas para Estados
Unidos de SPOT Image.

Las nuevas armas de esta industria floreciente son los ordenadores, capaces de
sintetizar la informacion del Sistema de Posicionamiento Global; GPS, las imagenes
en falso color de los satélites - que ya no espian, sino que observan- y las
cartografias mas precisas.

El resultado es un mapa en relieve, interactivo, rico en datos, que va apareciendo
en las extraplanas pantallas de un PC multimedia.

La exhibiciébn del poderio mundial cibernético, en el mismo corazén del
Departamento de Estado y a escasos 400 metros de la Casa Blanca en Washington,
han dado lugar a escenas peculiares.

De esta manera los SATELITES ESPIAS SE CONVIERTEN EN TOPOGRAFOS DE PAZ.
“Como buenos amigos, expertos y especialistas de los departamentos de Estado y
de Defensa estadounidenses compartieron informacién con los responsables de la

mas avanzada empresa rusa de datos recabados mediante satélites”.
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2.9 ALGEBRA DE PROPOSICIONES Y DE CONJUNTOS

Para entrar al estudio algebraico es necesario revisar las propiedades de las

proposiciones con el fin de familiarizar con las expresiones que puedan darse mas

adelante en las simplificaciones de polinomios.

2.9.1 RELACION DE LAS PROPIEDADES DE PROPOSICION Y CONJUNTOS

PROPOSICIONES CONJUNTOS
PAP=DP AnA=A
(pAg)Ar=pAa(gar) (AnB)nC=An(BNC)
PAQ=QAp ANB=BnA
pvp=p AUA=A
(pva)vr=pv(gvr) (AUB)uC =AU(BUC)
Pvg=qvp AUB=BUA

An(BuC)=(AnB)U(ANC)

pA(gvr)=(pag)v(par)
pv(gar)=(pva)a(pvr)

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

PAV =p

ANnRe=A

PAF=F Ang=g
pvE=p Aug=A
pvV =V AURe=Re
pr—p=F ANA® =4
—V=F Re°:¢
“P=P (A°f = A
—~(pAg)=—pv—q (ANB) = A° UB®
—~(pva)=—pr—q (AUB) = A° NB°
pA(pva)=p AN(AUB)=A
pv(prg)=p AU(ANB)=A
Cuadro 2.9

Ejemplo 2.24: Dado el polinomio y = [(P A—Q)v Plv[QA—P)vQ]:

a. Simplificar algebraicamente.

b. Buscar otra alternativa de solucion.

c. Resolver mediante diagramas o mapas de Karnaugh.

d. Resolver mediante tablas.
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Solucioén:

a y=[Pv(PA-Q)]V[QVv(QA—P)] Propiedad conmutativa

y=PvQ Porlapropiedad de absorcion

b. Aplicando otro procedimiento:

y=(P+PQ)+(Q+QP)
Y=P(1+C_))+Q(1+I3); 1+Q=V; 1+P=V

y=P+Q

c. Mediante la aplicacién de diagramas de Karnaugh.

P+PQ Q+QP y=(P+PQ)+(Q+QP)

124



d. Tabla de verdad.

P Q/P|Q|PQ|QP|P+PQ| Q+QP y=(P+P(_3)+(Q+QE)
VIV|F|F F F V Vv Vv
VIF|F|V ]V F Vv F Vv
FI{V|V]|F F V F Vv Vv
FIF| V]|V F F F F F

Ejemplo 2.25:

Simplificar el polinomio y = |AB[B +C |+ (AC | AB)
Solucién:

y= A§EE + ABC, aplicando la ley De Morgan y asociativa.
y= ABBC + ABC, propiedad asociativa

y= (AE)F +ABC , ley de complemento,

y=F+ ABC, por la ley de identidad,

y = ABC
Ejemplo 2.26: Dado el polinomio booleano

y= [(—|A\/ —B)/\ (B A C)]v [—|Av —B /\—|C)]

a. Simplificar algebraicamente.

b. Elaborar una tabla de verdad

c. Resolver graficamente por medio de diagramas de Karnaugh.
d. Transformar en una operacion de conjuntos.

e. Resolver graficamente la operacion de conjuntos.
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Solucioén:

a. y= [(—.Av —|B)/\ (B A C)]v [—|A\/ —|(B A —|C)], propiedad conmutativa,

complemento.

y=[(BAC)A(-AV—B)]v[-AV (=B v ——C)) distributiva, asociativa
y=[(BAC A—A)v(BAC A—B)]v[-Av(-BvC)], de complemento
y=[(BACA-A)v F]v[-Av—BvC], deidentidad
y=(BACA—A)v(-Av—-BvC),

y=(-Av—BvCvB)A(-Av—-BvCvC)A(-Av—-BvCv-A),

distributiva

y=V A (—|A\/ —Bv C)/\ (—|A\/ —Bv C), identidad, idempotencia
y = —|A\/ —|B \4 C

b. Tabla de verdad

de

ley

AlB[ClA[B][c|A+B|BC[ec(a+B)]BC|BC | Aa+lpc)|y
V|V |V |F |F |F |F \Y% F F \% \Y% \Y%
V|V |F |F |F |V |F F F \Y% F F F
V |F |V |F |V |F |V F F F \Y \ \
V |F |F |F [V |V |V F F F \Y \ \
F |V |V |V |F |F |V \Y% \Y% F \Y% \Y% \Y%
F |V |F |V |F |V ]V F F \ F \ \
F |F |V |V |V |F |V F F F \% \Y \Y
F |F |F |V |V |V |V F F F \Y% \Y% \Y%
c. Diagramas de Karnaugh

BC BC

A | BC | BC | BC | BC A | BC | BC | BC | BC®

A A

A A

A+B 8C(A+B)
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BC

BC | BC | BC | BC

A+BC

BC | BC | BC | BC’

y:—|A+—|B+C

d. Operacién de conjuntos: [(AC UB° )m(B r\C)]ulAc u(B mCC)EJ

e. Resolucion grafica de conjuntos

A° UB®

C

(A° U B°)m(BmC)

BNC
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A B A B
c c
BAC® (BrCef
A B A °
c C
AC u(B mc°)° [(A° U BC)m(BmC)]u[AC u(B mCC)CJ

Ejemplo 2.27: Dado el polinomio booleano

y [(A/\—B)/\—(B A—C)|A[-Av (B /\—|C)].

Encontrar:

a. La expresion simplificada algebraicamente.

b. El circuito légico del polinomio inicial.

c. Elcircuito légico de la expresion resultante.

d. Andlisis de los resultados de los literales a, by c.
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Solucioén:

a. y=[(AA—B)A—~(BA—C)]A[-Av(BA—C)], escribiendo con otros signos el

polinomio es:

y= AEE A+ BE), aplicando la ley De Morgan,
y A§(§ + C)KKJF BE), usando la propiedad distributiva,

y= (A§§ + AECXZ& B(_:), aplicando la propiedad de idempotencia,
y= (AE + AECXK+ BE), por la propiedad distributiva,

y= ABA+ ABBC + ABC A+ ABCBC por la ley de complemento

y=F+F+F+F
y=F

b. El circuito légico es:

B
A

o

>|

Ol

-0

c. El resultado del polinomio simplificado es una falsedad, esto es el circuito

no se activa con ninguna alternativa.

Mediante observacion en el circuito l6gico, no se activa bajo ninguna

circunstancia, esto quiere decir que al cerrar un

interruptor A,

automaticamente el interruptor A;lo mismo ocurre con los interruptores B

y C. Al realizar una tabla de valores con tres variables, el valor de verdad de

las 8 alternativas sera falso.

Ejemplo 2.28: Utilizando las leyes del algebra de proposiciones y los diagramas

de Karnaugh como medio de verificacion, simplificar la expresion siguiente:

y=[{A=B)A(BAC)|=[(ArB)A—~(BVC)]
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Solucion:

y= [—(—.Av B)/\ (B A C)] = [(A/\ B)/\ (—|B /\—|C)], equivalencia, ley De Morgan
y=—AA-BABAC)v(AABA—BA—C), De Morgan, asociativa

y =—F v F, de complemento

y=V v F, deidentidad

y =V (Tautologia)
Para verificar con los mapas o diagramas de Karnaugh, la expresidén inicial debe
escribirse en funcién de la conjuncién y la disyuncion, para esto se apoya en el

primer paso de la solucidn, adicionando la propiedad de equivalencia, la expresiéon

se convierte:
y=—~«(-AVB)A(BAC)]V[[AAB)A(-BA=C)|

Escribiendo con signos convencionales, se tiene:

y = (A+B)BC +(AB)BC)

BC BC

BC | BC | BC | BC' A | BC | BC | BC | BC
A A
A A

A+B (A+B)
\ | BC'| BC | BC | BC® A | BC | BC | BC | BC
A A
A A

BC (A+B)BC
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BC BC
A | BC | BC | BC | BC A | BC | BC | BC | BC
A A
A A

(A+B)BC AB
BC BC
A | BC | BC | BC | BC A | BC | BC | BC | BC®
A A
A A

BC (AB)BC)

BC

y = (A+B)BC +(AB)BC)

Ejemplo 2.29: Dado el polinomio y=[(A< B)=(AvC)|=(B=C):

a. Simplificar algebraicamente.

b. Resolver mediante diagramas de Karnaugh.

c. Superando las proposiciones condicionales y bicondicionales, elabore un

circuito légico y su correspondiente compuerta légica.

Utilizando signos convencionales, se tiene:
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Solucion:

a.

y= ‘ZH- B iA+ B ’+ (A+ C)J:> (§ + C) ley de equivalencia

y= _'ZH' B+A+B+ (A+C)J:> (E +C), ley de equivalencia, De Morgan

y= (AE +AB+A+ C)3 (E + C), ley de equivalencia, De Morgan

y= AB+AB+A+C+B+C,De Morgan

y= (E)(EXKXE% B+C, De Morgan

y= (7x+ BXA+ §)Z(_3 +B+C, distributiva

y= [(M+ AB+ AB + BE)RE]+ B+C,de complemento

y= (F +AB+AB+F )ZE +B+C , distributiva, de complemento
y = ABC + B +C, de absorcién

y=B+C
b. Diagramas de Karnaugh

BC | BC | BC | BC | BC’ BC | BC' | BC | BC | BC’

A A
A A
AB+ AB AB+AB+A+C
BC | BC | BC | BC | BC’ BC | BC | BC | BC | BC"
A A
A A
AB+AB+A+C B+C

132



BC | BC | BC | BC | BC"

AB+AB+A+C+B+C

c. Circuito y compuerta logicos

j AB+AB+A+C

CONCLUSION

El estudio de la teoria de conjuntos y de las proposiciones tiene una relacién innata
en las y graficos, dan lugar a interrelaciones para lograr mejor conocimiento y
adecuado adestramiento del campo légico matematico, ayuda al analisis, reflexiéon
y creacion de expresiones matematicas y algebraicas, para acumular destrezas en
el area de la informatica. Se sugiere a los estudiantes la invencién de polinomios

booleanos y aplicar en operaciones de conjuntos en forma grafica y algebraica.
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GUIA DE ESTUDIO 13

Objetivo
Afianzar el conocimiento l6gico en las operaciones de proposiciones y de conjuntos

y su consecuente relacidon con circuitos y compuertas logicas.

Actividades
Para resolver cada uno de los ejercicios, puede realizar en equipo de tres

estudiantes en el tiempo de trabajo auténomo.

1. Simplificar los polinomios booleanos siguientes:
a. y=AB+ABC+AB(B+C)
b. y=EC+KE+ AB
c. y=A[B+C)+B(BC+AB)
d. y=AB(A+C)+B(AB+C)

e. y=ABE+E+(§C+Z\B)

2. Verificar los resultados de los polinomios a través de tablas de verdad.

3. En cada una de las expresiones: simplificar algebraicamente, resolver
graficamente con los mapas de Karnaugh, transformar en operaciones de

conjuntos y resolver graficamente en los diagramas de Veen.
a. (A=C)=[(AvB)A—~(AvC)

b. [(AAB)A—(AvC)|=[AA(A= B)]

c. [A=(BAC)=[(ArB)=(AvC)]

d. [(A<B)=CD]A[(C= D)< —B]
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4.

Escriba un polinomio booleano y utilizando la simbologia mas adecuada
simplifique algebraicamente, construya un circuito y compuerta légicos,

verifique con tablas de verdad y resuelva mediante mapas de Karnaugh.

Las areas sombreadas de cada uno de los diagramas representa los valores
de verdad de un polinomio. Escriba el polinomio booleano en cada uno de

los diagramas.

YZ YZ
x\ | YZ |YZ|YZ |YZ x\ | YZ |YZ|YZ |YZ
X X 1
X X
(a) (b)
YZ YZ
X\ |YZ |YZ |YZ |YZ x\ | YZ |YZ |YZ |YZ
X° X
X X
© (d)
CD CD
AB 00 01 11 10 AB 00 01 11 10
00 00
01 01
11 11
10 10
(e) (f)
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CD CD

A 00 01 11 10 A 00 01 11 10
00 00
01
11
10

(8) (h)

6. En cada una de las expresiones:

61 [AU(BE ~C)|n[(BUA)~C]
62 [(AnBY (BUC N[BT UCt )N A°]

63 (A ~Bf ~(ALC)|U[BA(BUC)]

a. Resuelva la operacion de conjuntos en forma analitica y grafica.
b. Simplificar algebraicamente.
c. Transformar en un polinomio booleano.

d. Construir un circuito légico y la compuerta respectiva.

7. ldentifique y escriba la operacion de conjuntos en los diagramas de Veen, y
luego trasforme a polinomios booleanos y construya circuitos y compuertas

logicas en las graficas siguientes:

Re

B

(a)
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Re Re

Re Re
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2.10 RELACIONES Y DIGRAFOS

Para el estudio de este tema es fundamental recordar definiciones y teoremas de la

teoria de conjuntos que se tiene a continuacion:

2.10.1 Relaciones binarias

Las relaciones binarias son un conjunto de parejas ordenadas de objetos que

tienen una caracteristica comun, es utilizada con frecuencia en computacién.
Definicion 2.10.1 Una relacion es binaria cuando hay correspondencia entre los
elementos de un conjunto A (conjunto de partida) con los elementos de un
conjunto B (conjunto de llegada).

Par ordenado (a, b).- es la relacidn entre dos elementos, en donde a es la primera
componente y b es la segunda componente, escritos entre paréntesis, separados
por una coma.

Por definicién (a,b)= (b,a)

Igualdad entre pares ordenados

Definicién 2.10.2: (a,,b )=(a,,b,),siysolosi a =a, y b, =b,

Cardinalidad

Definicion 2.10.3: Es la cantidad de elementos de un conjunto A, se representa

por el simbolo N(A).
Cardinalidad de conjuntos
A ={x/x es un digito par en el sistema de numeracion decimal}

N(A) =4, porque A={2, 4,6, 8}
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Teorema

Para dos conjuntos finitos no vacios Ay B, se cumple que |AxB|=|Al|B|.

El cardinal del producto es igual al producto de los cardinales
Conjuntos relevantes
En un conjunto A, se pueden encontrar los casos siguientes:

- Aesvacio sino tiene elementos, se representa por el simbolo ¢, N(A) =0
- Aesunitario, N(A) = 1.

- Aesfinito, si tiene cantidad finita de elementos.

- A es infinito, si tiene cantidad infinita de elementos.

- Aesreferencial o universo, se representa por los simbolos Reo U.

Cuantificadores

» o« AT

El simbolo V, se lee: “para todo”, “cada”, “todo”, “para cada”.

» o« » o« » o«

El simbolo 3, se lee: “existe”, “algunos”, “algun”, “basta que uno”, “por lo menos

”

uno
Subconjunto
Definicion 2.10.4: (Ac B) < Vx(x € A)—(x € B)

Conjunto potencia
Definicion: P(A)={B/B c A}, esto quiere decir que dado un conjunto A, su

conjunto potencia esta formado por todos los subconjuntos de A

139



Ejemplo 2.30:

SiA={a e, i}, entonces

P(A) ={¢,{a}, {e}, {i}, {ae}, {ai}, {ei}, A}

Se observan 8 conjuntos que se obtiene por el respaldo de N(P(A)) =23 =8

Producto cartesiano

Definicién 2.10.5: si A y B son conjuntos no vacios, AxB ={(x,y)/(xe A)A(y € B)}

Ejemplo 2.31: Sean A={1,2,3} y B ={m,n}. Encuentre AxBy Bx A

Solucién:

En forma tabular

A/ m n A/B 1 2 3
n | 1) | n2) | (n3)

1 (1,m) (1,n)

2 (2,m) (2,n)

3 (3,m) (3,n)

N(A)=3;N(B)=2;N(AxB)=6

Generalizando, la cardinalidad de A x B se tiene: N(A x B) = N(A) N(B)

Propiedades del producto cartesiano
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Particiones

Sea el conjunto A ={1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9}y los subconjuntos
B,={4}, B,={357}, B,={26}, B,={89}
B,, B,, B;, B,, forman una familia de conjuntos f

p= {Bl, B,,B;, B4}, tiene dos propiedades fundamentales:

1. Aeslaunién de los conjuntos B,,B,,B;,B,,0sea A=B, UB, UB, UB,.
2. Para cualesquiera conjuntos de B,y B;,0 B;=B;,0 BB, =¢

Entonces una familia analoga o semejante de conjuntos que es una

particion de A.

Definicién 2.10.6: Dada una familia {B, |,

_, no vacia de subconjuntos de A, {B,}

iel

es una particion de A si cumple:

1. P:yu,_,B=A

iel

2. P,:paracualquiera B;,B;, o bien B, =B, o también B, "B, =¢.

Entonces cada B;, es una clase de equivalencia de A

Lo manifestado se puede apreciar en la siguiente grafica:

Grafica 2.1
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2.10.2 RELACIONES

Unarelaciéon R esta conformada por:
1. Un conjunto A.
2. Un conjunto B

3. Un enunciado formal P(x, y), tal que P(a, b) es verdadero o falso para todo par
ordenado (a, b) de A x B.

Definicion 2.10.7: Se dice que R es una relacién entre Ay B, si cumple:

R=[A B,P(x.y)]

A esto se suma, si P(a, b) es verdadero, se escribe aRb, que se lee: “a esta

relacionado con b”.

Si P(a, b) es falso se escribe a‘é b, que se lee “a no esta relacionado con b”

Ejemplo 2.32: Sea R = (Z, Z, P(x, y), donde P(x, y) significa “x es menor que y”".
Queda claro que R es una relacién, porque P(a, b), o lo que es lo mismo a < b, es

verdadero o falso para todo par ordenado (a, b) de los enteros.

Con esto se puede decir que P (2,6) es verdadero, por lo que: 2Ré6, y

P (4,2) es falso; 4§i 2

Por oftra parte, se tiene un caso de la vida cotidiana al tratar las longitudes de una

barra y la sombra en algiin momento que el Sol proyecta.

La longitud de la sombra que proyecta una barra depende de su longitud.

Los datos muestran las medidas de la longitud de una barra y la respectiva sombra en

una hora determinada.
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VARIABLES MEDIDAS (cm)

Longitud de la barra 1 2 3 4

Longitud de la sombra 2 4 6 8

En la tabla se observa dos conjuntos la longitud de la barra y la longitud de la
sombra; los elementos del primer conjunto se relacionan con los elementos del
segundo conjunto, es decir existe una correspondencia entre las medidas de la
longitud de la barra (conjunto de partida) y las medidas de la sombra (conjunto de
llegada).

Definicion. Una relacion R entre Ay B es un subconjunto de A x B

Simbdlicamente esta representado por R < AxB

Ejemplo 2.33: Si Carlos es tio de César, se estd levantando una relacién entre
ambos.

Si Carlos es elemento del conjunto A = {Pedro, Carlos, Alberto} y César es elemento
del conjunto B = {Maria, César, Elena}; el par ordenado (Carlos, César), constituye
un elemento del producto cartesiano A x B y es parte de la relaciéon R: “x es tio de
y”,siendo xe A,y B

Se pueden formar relaciones entre todos o algunos elementos del primer conjunto
con uno o mas del segundo conjunto; hay la posibilidad de que ningin elemento
del primer conjunto se relaciones con ningtin elemento de segundo conjunto, esta

relacién es VACIA.

2.10.2.1 Cantidad de relaciones

El ndmero de relaciones de A en B es 2NN ®)

Ejemplo 2.34: Dados los conjuntos A = {3, 5} y B:{é',;r}, determinar

analiticamente el nimero de posibles relaciones, y grafique los diagramas sagitales

para todas las relaciones posibles.

Solucion:

El nimero de relaciones de A en B es 2VAWN®) —2(2)2) _ o4 _ 15
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Caso 1: Ninguin elemento del conjunto de partida estd relacionado con ningin

elemento del conjunto de llegada. (Relacién vacia)

R,
5A©/_\‘B

Caso 2. Relaciones de un solo elemento del conjunto de partida con un solo

elemento del conjunto de llegada. R,

Caso 3: Relaciones de un solo elemento del conjunto de partida con dos elementos

de llegada.
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Caso 4: Relaciones de dos elemento del conjunto de partida con uno de llegada.

Caso 6: Relaciones de un elemento del conjunto de partida con dos del conjunto de

llegada y el otro elemento de conjunto de partida con otro del conjunto de llegada.

Caso 7: Relacion de todos los elementos del conjunto de partida con todos los

elementos del conjunto de llegada.
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R16
A
3 > 5
5 ) ><< @
R3
5 — >

Dominio de una relacion: los elementos de A constituyen el dominio de una

relacién. Simbélicamente representada por: domR = {a/3b|(a,b)< R]}

Rango de una relacion: los elementos de B, constituyen el rango, simbolicamente

representado por: rgR = {b/3a[(a,b)e R]}

Grafo de una relacion

Definicion 2.10.8: El grafo de R de A en B es un subconjunto de A x B
Gr(R)={(a,b) /R(a) =b

Gr(R)c AxB

Ejemplo 2.35: Encuentre el grafo, dominio y rango de R: A—B
a—R(a)=2a

A={1,2,3,4,5);B={1,3,5}

Aplicando la definiciéon de R

R(1)=2(1)=2; R(2)=2(2)=4; R(3)=2(3)=6; R(4)=2(4)=8; R(5)=2(5=10
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Gr(R)={(1,2), (2, 4),(3,6),(4,8), (5, 10}
domR={1,2,3,4,5}

rgR={24,6,8,10}

2.10.3 PROPIEDADES DE LAS RELACIONES

a. Relacion reciproca

Definicion 2.10.9: Toda relaciéon R de A en B tiene una relacién reciproca R, que

definida por:
R ={(ab)/(b.a)e R}

Ejemplo 2.36: Sean A={m, n,s} yB={1, 2,3}y
R ={(m,1), (n, 2), (s, 3), (m, 2), (s, 2)}

La relacion reciproca es: Rt = {(1, m), (2, n), (3, S), (2, m), (2, S)}
b. Relacion reflexiva o idéntica
Definicion 2.10.10: Todo elemento de A se relaciona consigo mismo, se denota:
vaeA (aa)eR
Ejemplo 2.37: Dado el conjunto A ={1, 2, 3, 4, 5}

R={(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5)}, larelacion R es reflexiva.

(3 BN SC R RSN
\
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c. Relacion irreflexiva o anti reflexiva

Definicion 2.10.11: Ningtn elemento de A se relaciona consigo mismo, se denota:
VacA(aa)gR
Ejemplo 2.38: Dado el conjunto A ={1, 2, 3, 4}

R ={(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4)}. La relacion R no esta relacionada consigo

mismo.

R 1 2 3 4

1 v v v
2 v v
3 v
4

5

d. Relacion simétrica
Definicion 2.10.12: Una relacion es simétrica cuando un elemento se relaciona
con un segundo elemento, y el segundo se relaciona con el primero.
Simbodlicamente se representa:

(a,b)eR=(b,a)eR o aRb=>hRa

Ejemplo 2.39: Dado el conjunto A ={1, 2, 3,4}y,
R={(13), (4, 2),(24), (31),(2,3),(3.2)}

Es una relacion simétrica puesto que: 1R3 o0 3R1; 2R4 0 4R2; 2R3 o0 3R2

Graficamente en el diagrama se observa la simetria.

B W N R T

Las celdas sombreadas dan testimonio de la relacion simétrica.
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e. Relacion antisimétrica

Definicion 2.10.13: La relacion es antisimétrica cuando:

V(a,b)eR y (b,a)eR implica a=b

Ejemplo 2.40: dado N ={1, 2, 3,4, 5, 6} y P(a,b) significa “a divide a b”, se obtiene:

R={(1,1), (2,2), (3,3), (44), (5,5), (6,6), (2,4), (2,6), (3,6)}

La relacion es antisimétrica, puesto que cumple con la definicion.

Graficamente se verifica:

O Ul WN R

f. Relacion transitiva

Definicion 2.10.14: Una relacion R en un conjunto A, se dice que es transitiva si:

V(a,b,c)e A:[(aRb) A (bRc)|= aRc
Al decira <byb <, entonces a < c, esta relacién es transitiva
Ejemplo 2.41: Dado el conjunto A ={1, 2, 3,4},y

R={(21),(31),(32), (41), (4.2), (4.3)}
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Demostrar que es una relacién transitiva.

3R2y 2R1, entonces 3R1

4R2y 2R1, entonces 4R1

4R3 y 3R2, entonces 4R2

4R3 y 3R1, entonces 4R1

Graficamente

B w N - X

Las celdas sombreadas corresponden a la relacién transitiva.

g. Relacion de equivalencia.

Definicion 2.10.15: Una relaciéon es equivalente, si es reflexiva, simétrica y

transitiva a la vez.

Ejemplo 2.42. Dado el conjunto V={a, e, i)y

R={(a e), (a,1), (aa), (e 1), (i, e), (e, a), (e e), (i, a), (i, 1)}

De la relacion dada se desprende:

{(a, a), (e, e), (i, l)} es reflexiva

R

R, ={(a,e).(e,a),(e,i),(i,e)}, es simétrica, y
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La relacion R es transitiva porque:

(iRa) y (aRe)= (iRe)
(aRi) y (iRe)= (aRe)
(aRe) y (eRi)= (aRi
(iRe) y (eRa)= (iRa

Por lo tanto la relacion es de equivalencia

Graficamente la relacién se puede expresar:

—_ 0 o A

2.10.4 MATRIZ DE UNA RELACION

Sea A= {al,az,ag,...,am} y B ={bl,b2,b3,...,bn} conjuntos finitos que contienen m y

n elementos respectivamente y si R es una relaciéon de A en B.

La matriz de una relacion se representa por: M,

1 si (ai,bj)eR
0 si (ai,b)eR

ij
i

Definicién 2.10.16: M, = (m, )/m, :{

M Es una matriz booleana

TEOREMA
Toda relacion definida en conjuntos finitos, tiene representacion matricial

booleana y reciprocamente toda matriz booleana representa una relaciéon
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Ejemplo 2.43: Sea A={5,7, 10,12, 14} y sea R en A definida por aRb < a/b.

La matriz esta formada por:

R 5 7 10 12 14
5 [1 Jo [1 Jo Jo
7 (o |1 Jo Jo |1
M:= 10 [0 Jo |1 Jo Jo
12 [0 _Jo Jo |1 Jo
14 [0 Jo Jo Jo |1

DIGRAFO O GRAFO DIRIGIDO DE R

Si A es un conjunto finito y R es una correspondencia o relacién definida en A, se puede

representar graficamente. Los pasos que se dan son:

1. Enun circulo se representa cada elemento de A, estos se denominan

vértices o nodos.

2. De cada vértice a; sale una flecha al vertice a; siy solo si (ai ¥ )e R.

Esta representacion grafica se llama Digrafo o grafo dirigido de R.

El grafico del ejemplo 2.42 es:

~-©
O

Digrafo 2.1

Grado interno y grado externo de un vértice o nodo.

Definicion 2.10.17: El grado interno de un vértice, es el numero de arcos que

terminan en el vértice.
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Definicion 2.10.18: El grado externo de un vértice, es el nimero de arcos que sale

del vértice, el grado externo de a es |R(a)| )

Ejemplo 2.44: Sea A= {a, b, ¢, d, e}, y sea R la relacion sobre A que tiene la matriz:

o o0 oo
[ [ [ [ TS

ol Ll (=2 (=X [=R ¢}

QIO C|Io|0

QIO | (= (=T

[l (=R (=N [N )

1. Encuentre la relacién R
2. Construya el digrafo correspondiente a la relacién R.
3. Mediante una tabla encuentre el grado interno y externo de la relacion R.

Solucioén:

1. R={@a,a)(ab)(a,d),(b,b)(b,d)(c,d)(c,b)(c,c)(d,d)(d,e)(ee)ea).

2. Eldigrafo

e
b@i_/@/:

Digrafo 2.2

3. Grado interno y externo

a b C d e
Grado interno 2 3 1 4 2
Grado externo 2 2 3 2 2
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Trayectorias en relaciones y digrafos

Definicion 2.10.19: Una trayectoria de longitud n en R de a a b, es una secuencia

finitade z:a,X,X,,...,X, ;,0, que comienza en ay termina en b, de manera que:
aRx;, X, Rx,, X,Rx;,...x, ;RD

Una trayectoria se puede identificar con mayor rapidez en el digrafo siguiendo las

direcciones que indica la flecha.
La longitud de la trayectoria es el nimero de arcos que existen en la misma.

Ejemplo 2.45: Considérese el digrafo que esta a continuacion; se identifica 7,:1,2,
3, es una trayectoria de longitud 2 del vértice 1 al vértice 3, 7,: 1,4, 5, 1, es una
trayectoria de longitud 3, del vértice 1 al mismo lugar; 7,: 1, 2, 4, 5, 1, es una
trayectoria de longitud 4, parte de 1, hacia el mismo lugar; 7,: 1, 4, 3, es una
trayectoria de longitud 2 del vértice 1 al vértice 3; r.: 2, 4, 3, es una trayectoria de

longitud 2 del vértice al vértice 3.
O —©

Digrafo 2.3

La trayectoria que inicia y termina en el mismo nodo, se llamaciclo, 7, y =,

son ciclos de longitud 3 y 4 respectivamente.
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GUIA DE ESTUDIO 14
Objetivos
- Distinguir el grafo, dominio y rango en la relacion de dos conjuntos Ay B.
- Identificar las propiedades de las relaciones.

- Construir matrices de una relacion y los digrafos o grafos dirigidos

correspondientes.
Actividades

En equipo de tres estudiantes o individualmente en el tiempo de esudio o trabajo
auténomo dar respuesta a los ejercicios y en lo posible verificar los resultados para

su comprobacidn.

1. SeaRunarelacionde A={1,3,5,7}yB={1, 2, 3}definida por los

», « », «

enunciados de de la forma “x mayor que y”; “x menor que y”; “X mayor o

n, «

igual que y”; “x menor o gual que y”.

a. Encuentre el conjunto solucion de cada uno de los eneunciados de R.

(Conjunto de parejas ordenadas).

b. En diagramas de coordenadas A x B, represente cada una de las

relaciones.

2. Dadalarelacién R={(1,a),(2,b),(2,c),(,b),(3,c)}, identifique el dominio,

rango y la reciproca.

3. Dado el conjunto A={6,7,8,9}yR={(6,7),(7,8),(8,9),(8,7),(7,6),(9,8),

larelaciébnes:_
a. Reflexiva.

b. Simétrica.

c. Transitiva.

d. Reciproca.
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. Dado el conjunto A = {3, 4, 5} y la relacion o gradiente R = {(3,4), (4,3), (3,3),
(4,5), (54), (4,4), (3,5), (5,3), (5,5)}. Larelacion R, es:

a. Reflexiva
b. Transitiviva.
c. Simétrica

d. De equivalencia

. En el diagrama, la celdas coloreadas indican la relacién R

A W N R,

El diagrama representa una relacion:

a. Reflexiva.
b. Simétrica.
c. Antisimétrica,

d. Reciproca

. SeaA={x,y,z w}ysealarelacion R sobre A que tiene la matriz:

<
-
-
o
o

N

(e}
Uy
Juny
Juny

156



a. Escriba larelacién R.
b. Construya el digrafo de la relacién.
c. lIdentifique el grado interno y externo.

d. Determine la trayectoria.

. Del digrafo siguiente:
>
s ©

a. Identifique:

La relacion R

El tipo de relacion

b. El grado interno y externo.

c. Lalongitud de las trayectorias.

. SeaA={a, b,c d}, yseaRlarelacidon sobre A que tiene la matriz:

Q0o o g
OO |
=== | |T
oROo|Io|n
o el e (=2 =7

a. Escribala matriz R.

b. Identifique el dominio de R.
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c. Identifique el rango de R.
d. Construya el digrafo.
e. Identifique los grados interno y externo.

f. Determine la longitud de las trayectorias.

9. Dados los conjuntos A={,23} y B={4,5}, el nimero de relaciones entre A
yB,es:____
a. 16
b. 8
c. 32
d. 64

10.Si A={1357}y a—R(a)=3a, el grafo de R, es: ___
a. {13)(5).1.7).(35);
b. {81)(51).(71).(75)}
c. {13)(39)(515)(7,21)}
d. {(31),(9,3).(155),(21,7)}

11.Dado el conjunto A= {5,6,7,8}, y R = {(5,6), (5,7), (6,7), (7,8), (6,8)}, la relacién

es:__
a. Reciproca
b. Reflexiva
c. Simétrica

d. Transitiva

12.Una funcién es inversible siy solo si, es: _____
a. Inyectiva
b. Sobreyectiva
c. Biyectiva

d. Ninguna de las anteriores
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13.Dados f(x)=2x—-3yel domf ={1,2,34}, el rgf ,es: ___
a. {~135}
b. {1135}
c. {135}
d {113}
14.Dados g(x)=x*+1y el domg ={-1135}, el rg(g),es: ___
a. {~2,-210,26}
{2,-210,26}
c. {-2,210,26}
{2,210,26}

b.

d.
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UNIDAD 3

Funciones matematicas

3.1 Aplicaciones

3.2 Funciones

3.3 Tipos de funciones

3.4 Funciones con variable real

Objetivos
- Ofrecer al estudiante conceptos claros sobre aplicaciones y funciones
matematicas para identificar en las diferentes actividades del quehacer

humano.

- Revisar o conocer los tipos mas importantes de las funciones para

caracterizar cada uno de ellos.

- El caracter tedrico de las funciones debe explicar y sintetizar en forma

grafica para conocer sus variaciones.

Vinculos:

Lea y comente con sus compafieros de aula y emita conclusiones sobre:

Relaciones humanas: Al hablar con las personas, nada hay tan agradable y
animante como una palabra de saludo cordial, respetuoso, amable,
particularmente se necesita de “gestos amables”.

(En el hogar, en el sitio de trabajo, en la calle, en el aula, en la universidad, etc., las
personas son amables, respetuosas, generosas, puntuales en el cumplimiento de

sus deberes y obligaciones? Si no lo son ;qué haria usted?
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3.1 Aplicaciones

Sean a y b dos objetos matematicos preestablecidos, y en ese orden, se crea la
abreviatura matematica llamada par y se denota (a, b), que cumple el criterio
axiomatico de igualdad:

“los pares ordenados (a, b) y (c, d) son iguales, si y solo sia =cyb =4d,

simbodlicamente

(a,b)=(c,d)=(a=c)a(b=d)

Téngase en cuenta que dos objetos matematicos distintos a y b, es posible formar

dos pares distintos: el (a, b) y el (b, a).

Sean A y B dos conjuntos. El conjunto AxB={(a,b)/ac ArbeB}. Se llama

producto cartesiano de Ay B.

Sean los conjuntos X e Y. A todo conjunto F de X x Y, se llama correspondencia

entreXeY.

Si (x,y) €aF. Se dice que x corresponde a y, o también y = f(x). Al subconjunto F de

X xY, se llama grafo de una correspondencia.
En toda correspondencia F — XXY , existen cuatro conjuntos.

Conjunto inicial es el conjunto X, conjunto final es el conjunto Y, conjunto

imagen es el conjunto im(F): F(x)c Y, el conjunto original es el conjunto

OR(F)=F*(y)c x
Ejemplo 3.1: Demostrar que Ax (B-C)=(AxB) - (Ax ()

Solucién:

V(x,y)e AX(B-C)=>xeArye(B-C)={xc AAyeBaxgC}=
(x.y)e AB A (X, y)e AXC = (x,y)e (AxB)—(AXC)
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Definicion 3.1 Aplicacion o funcion de Xen Y
Sea F < XXY una correspondencia de X a .
Se dice que F es una aplicacién de X en Y cuando se verifica.

a. ORF=X;esdecir Vxe X,3yeY ,tal que (x, y)eF.

b. Vxe X existe un unico yeY, tal que (X, y)e F
La notacion de una aplicaciéones: F: X ->Yo f:A—B
3.2 Funciones

En los modelos matematicos, las relaciones se representan en general por medio

de funciones matematicas o simplemente funciones.

Definicion 3.2: Funcién es una correspondencia entre conjuntos numéricos en el
que el conjunto inicial coincide con el origen o dominio o entrada es decir todos los
elementos de X deben tener, al menos una imagen o rango o codominio o salida,

elementos de Y.

PUNTO DE APOYO

Toda funciéon es una relacion,
pero no toda relacion es una
funcioén.

Notacion de funciones
La ecuaciéon funcional tiene dos variables x e y, la primera es la variable

independiente y la segunda variable dependiente. La notacion es
y="1(x)
Que se lee: “y esigual a fde x” o “y es una funcion en x”

Nota: la ecuacién funcional no debe leerse “y es igual a f por x’

Existen otras formas de notacion tal como g(x) o u = g(v), etc.
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3.3Tipos de funciones
Las funciones tienen varias caracteristicas, dependen de la cardinalidad de los
conjuntos de partida y de llegada.
Dependiendo de las caracteristicas se pueden graficar los conjuntos, los tipos de
funciones es necesario tener presente para el andlisis en las funciones algébricas

con variable real.
3.3.1 Aplicacion o funcidn inyectiva

Definicion 3.3

f : A— B, esinyectiva <:>{V(x1,x2)e A[(x1 # xz):>(f(x1)¢ f(xz))]}

La funcidn es inyectiva si todo elemento del rango es imagen exclusiva de un solo
elemento del dominio.
La cardinalidad del conjunto A es menor o igual a la cardinalidad del conjunto B, es

decir: N(A)<N(B)

Ejemplo 3.2: Dados los conjuntos A ={2, 4, 6}; B={4, 8, 12, 14}, y

f:A— B, “yesdoble de x”

Solucion:
f ={24)(48),(6,12)}
. B
Graficamente A
Ly 4 domf=A
o —— | rg f = {4, 8, 12}
| _» 8 F es inyectiva
4—1— |
o 12
14

Si la funcién es inyectiva, se puede retornar de f(x) a x por un solo camino
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3.3.2 Aplicacion o funcion sobreyectiva
Definicion 3.4

f : A— B, es sobreyectiva < {‘v’y eB,IxeAly="1 (X)}, para construir funciones

sobreyectivas hay que considerar N(A)> N(B)

Ejemplo 3.3: dados los conjuntos A= {— 2,0,2}; B= {0,4}, y

f:A— B, “y es cuadrado de x”

f ={~24),(00),(2.4)}

Graficamente A B
-2 domf=A
™ 5 0 rgf=B
0 — F es sobreyectiva
2 > 4

De lo observado se puede deducir que:

- Las funciones que son inyectivas no necesariamente son sobreyectivas.

- Las funciones que son sobreyectivas no necesariamente son inyectivas.

3.3.3 Aplicaciones o funciones biyectivas

Definicion 3.5: una funcion f es biyectiva < f es inyectiva y sobreyectiva a la vez.

Ejemplo 3.4: Dados los conjuntos A = {Sucre, Bolivar, Manta, 24 de Mayo}:
B = {Bahia de Caraquez, Calceta, Manta, Sucre}y f : A— B, “y es cabecera cantonal

”

de x
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f: {(Sucre, Bahia de Caraquez), (Bolivar, Calceta), (Manta, Manta), (24 de Mayo,

Sucre)}
Graficamente A B
Sucre -+ Bahia de Caraquez
Bolivar - Calceta
Manta 3 Manta
24 de Mayo —» Sucre

domf=A
rgf=B
F es biyectiva

Las funciones biyectivas tienen como propiedades las siguientes:

3.3.3.1 Funcion inversible

Definicion 3.6: f : A— B esinversible <, si su relacién inversa es una funciéon

de Ben A.

Teorema 3.1: f es una funcion inversible si y solo si es biyectiva-

3.3.3.2 Funcion inversa

Definicion 3.7:si f : A— B, es biyectiva, se puede obtener la inversa f *:A>B,

el orden de los conjuntos se cambian, el dominio de feselrangode f™,yel

rango de f es el dominio de

Tomando el ejemplo 3.4

f1:A— B, es “xes cabecera cantonal de y”

dom f=rg !
rg f = dom f*

ft= {(Bahia de Caraquez, Sucre), (Calceta, Bolivar), (Manta, Manta), (Sucre, 24 de Mayo)}
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3.3.3.3 Funcion compuesta

Definicion 3.8: Dadas las funciones f:A— By g:B —C, la funcién compuesta
tiene como notacion gof, es una funciéon que tiene relacion los elementos del

conjunto A con los elementos del conjunto C, partiendo de un elemento x de A, se

obtiene un elemento g (f(x)) de C.

En el grafico siguiente se puede observar la composicion de funciones.

gof

A f B \ C
x:///\\ () / T \\\A‘g(f(x))

Figura 3.1 Composicion de funciones gof

Hay que tener en cuenta que gof < rgf < domg

Gof es el conjunto de pares ordenados de la forma (x, g(f(x))

En conclusion, el dom(gof) = A, y que el rg(gof) crggcC
La composicidn de funciones fog, siendo que g:B—>Cy f:C — A, setieneenla

figura 3.2
fog

B C \ A
x:///— g\\ 90 / T \\\‘Af(g(x»

Figura 4.2 Composicion de funciones fog
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La funcién fog existe, si y solo si: rgg < domf , en donde el dom(fog)=B,y

elrg(fog)c rgf c A

La composicién de funciones no cumple con la propiedad conmutativa.

Ejemplo 3.5: Dados los conjuntos A={a, b, c}; B={1, 2, 3}
f:A>Bes f={al)(02)(c3)}

f*:B—>A,es f*={La)(2b)(3c)
También se puede obtener otras funciones como:

flof :A> A

f*of ={(a,a),(b,b),(c,c)}

f'of :B—>B

f7of ={(1.2).(2.2),(33))

f 1
% _—
a 1 b
b 2 c
c 3 a
fof!
/_A\A
B .l ¢ B
_— _—
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Los pares ordenados tienen las mismas componentes, esto quiere decir que es una
funcién idéntica xe A 'y yeB; f'of =1(x) y f'of =1(y); los elementos del
conjunto de partida coinciden con los elementos del conjunto de llegada.

Ejemplo 3.6: Dados los conjuntos A={3,5,7,9}; B={a,e,i,0;;C={0),m,A,0}yD
={1, 2, 3}

f:A—>B;f={(3,a), (5 ¢€), (7 1), (90)}

g:B—>C;g={(a 0), (e m), (i A), (0, )}

h:D—->A;h={(1,3),(2,5), (3 9)}

Encontrar (gof)oh

gof

Gof ={(3,0), (5,m), (7,A), (9,0)}

(gof)oh

/— gof
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gof)oh = {(1,0), (2, m), (3, A)}
Ejemplo 3.7: Dadas las funciones f(x) = 2x - 1, g(x)=2x* -3y x=1{0,,2,3}como

dominio. Encuentre:

a. gof
b. fog
Solucioén:

Conocido el dominio x={0,1,2,3},

f(0)=2(0)-1=-1

f(1)=21)-1=1

f(2)=2(2)-1=3

f(3)=2(3)-1=5

Porlo que él rgf = {—1,1,3,5}, por lo tanto rgf =domg
Ahora:

9(-1)=2(-1f -3=2-3=-1

9(1)=2(1f -3=2-3=-1

9(3)=2(3) —-3=18-3=15

9(5)=2(5F -3=50-3=47
Entonces g(f(x))={-1-11547}, este conjunto se puede verificar de la forma
siguiente:

9(2x—1)=2(2x~1Y —3=2(4x? —4x+1)—3=8x* —8x+2—-3=8(0)-8(0)+2-3=-1
9(2(1)-1)=8(1?)-8(1)+2-3-=8-8+2-3=-1
9(2(2)-1)=8(2%)-8(2)+2-3=32-16+2-3=16+2-3=15
9(2(3)-1)=8(3?)-8(3)+2-3=72-24+2-3=47

Graficamente,

—f ) & g)

——|
v N
[N

v
w
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gof ={(0.-1),(1-1),(215).3.47)}
b.

g(x)=2x*-3,f(x)=2x-1y x={012,3}

rg(g)= {— 3,—1,5,15}, por lo tanto rg(g): domf
f(-3)=2(-3)-1--6-1--7
f(-2)=2(-1)-1=-2-1--3
f(5)=2(5)-1=10-1=9
f(15)=2(15)-1=30-1=29

f

X g g(x) f f(g(x))

fog = {(0.-7),(1-3),(29).(3.29)}

Ejemplo 3.8: La longitud de una sombra que proyecta una barra de hierro

depende de su longitud.
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Los datos de las medidas de la longitud de la barra y la sombra en una determinada

hora del dia son:

Longitud de la barra (m) 1 2 3 4

Longitud de la sombra (m) 2 4 6

Si la longitud de la sombra es y, la longitud de la barra es x. entonces se puede
afirmar que la longitud de la sombra esta en funcion de la longitud de la barra. La
razon es 2 (constante), puesto que dos entre uno es dos, 4 entre dos es 2 y asi
sucesivamente. La expresién matematica es:

y = f(x)=2x

Ejemplo 3.9: El departamento de ventas de Distribuciones Moya analiza la compra
de un carro repartidor de productos. El gerente estima que el costo del vehiculo
equipado con refrigeracion, es de USD 50 000,00. Hace una estimacién de costo

promedio de operaciones de 040 ddlares por milla.

a. Escribase la funcién matematica que represente el costo total C de la
obtencion y la operacion del carro repartidor, en términos del nimero de
millas x que recorra.

b. ;Cual es el costo proyectado si el carro recorre 70 000 millas de vida util?

c. ¢Sirecorre 120 000 millas?

Solucion:

a) El costo total C esta en funcion de las millas que recorrera el vehiculo.
C=f(x)

Costo de operacién = 0.4x

Costo de compra =50 000
C=f(x) =0.4x + 50 000

b) Siel carro repartidor recorre 70 000 millas, el costo total es:
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C=£(70000) =0.4 (70 000) + 50 000
C=USD 78 000,00
c) Sirecorre 120 000 millas

C=f (150 000) = 0.4 (120 000) + 50 000

C=USD 98 000,00
Dominio y rango restringidos
En el problema anterior el dominio es de cero hasta 120 000 millas; no existen
valores negativos puesto que no hay millas negativas recorridas por lo que el

dominio queda restringido en el intervalo
0<x<120000

El rango restringido esta en funciéon del dominio restringido, es decir:

50000 < C <98000

3.3.4 Funciones Multivariadas

En las funciones matematicas hay ocasiones en donde la variable dependiente esta
en funciéon de dos o mas variables independientes, dando lugar a las funciones
multivariadas. En el mundo de los negocios se puede encontrar que las utilidades
dependen del nimero de unidades vendidas, sumadas a otras variables que

interactian para obtener beneficios adecuados.

Entre las funciones multivariadas hay funciones bivariadas. La notacion es:

z=1(xy)

Las variables independientes son x e y

Ejemplo 3.10: z= f(x,y)=x*—6xy+y’> -6

Dado (0,0), la funcién es

z=(0,0)=0%-6(0)0)+0> -6
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7=-6
z=1(-23)=(-2)°-6(-2)3)+3* -6
=4+36+9-6
=43

f(u,v)=u®-6uv+v’—6

En forma general las funciones multivariadas la notacidn es:

Y= 1 (%X Ky X,)
El subindice es el nimero de variables independientes.

Resulta muy nutil esta notacién ya que en ocasiones pueden darse ejemplos con

algunas variables independientes como en el caso siguiente:

Y= (X, Xy, Xg0 X,) = 3% +5X, %, —X,> +7
f(~2,012)=3(-2) +5(0)1)—(2)° +7

=12+0-8+7
=11

Las funciones multivariadas en el campo de las ciencias, se tiene en:

El volumen de un cono circular recto V =%7Zf2h, donde r es el radio de la

base y h la altura del cono recto. (Geometria)

.z Vv _Vo
- La aceleracion de un cuerpo a=

, donde v es velocidad final, v, es
velocidad inicial y t tiempo. (Fisica).
- El volumen de un gas ideal V = k%, donde T es temperatura, P presiéon y k

es una constante.

- Produccioén agricola P = f(nutrientes, luz, humedad, etc.)

- En espacio tridimensional y la grafica de una funcién con dos variables
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- El calculo diferencial, integral, ecuaciones diferenciales, se encuentra la
aplicacidn de las funciones multivariadas.
- Estadistica descriptiva, para describir el comportamiento de datos: media,

varianza, correlacion, dispersion, entre otros.
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GUIA DE ESTUDIO 15

Objetivo

Consolidar el conocimiento de aplicaciones y tipo de funciones

Actividades
En el tiempo destinado para el trabajo auténomo, resolver los ejercicios siguientes:

1. Dados los conjuntos A = {m, n}, B={1, 2} y C={2, 3, 4}. Encontrar:

a. Ax(BuC)
b. Ax(BNC)
c. Ax(B-C)

d. Bx[(AuC)nC]

2. Estudiar las relaciones e identificar el tipo de funciones en los graficos

siguientes:

L3
v
(b)
s \ [ -
° AV
(c) (d)

En los ejercicios del 3 al 12 determine: a) f(0), b) f (2), ¢) f(a),d) f(p + q)
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o g k~ »w
—

13. Dados los conjuntos A={m,n,0},B={"¥, ©,4},C={3,5,7}yD={2,4, 6}

f:A>B;f={(m, 0),(n "), (04)}

g:B—>C;g={0,3),(45),(v7)}

h:C—>D;h={(3,4),(5,6),(7.2)}

Encontrar:

a. Fog
b. gof
c. foh
d. hof
e. (fog)oh
f. (gof)oh
g. (goh)of
h. (hof)og
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Dadas las funciones f(x)=3x—5, g(x)=4-3x* y x={01,2,3,4}. Encuentre:
a. fog
b. gof

La funcién q = 120 - 0,5p, es la funcion de la demanda que expresa en ddlares
la cantidad de la demanda de un producto q en funcién del precio cobrado por

el producto p. Determine el dominio y el rango restringidos.

Con dos estudiantes de aula plantee un problema de aplicaciéon de funcién
costo total de fabricar x unidades de un producto. Establezca el dominio y el

rango restringido.

En f(x,y)=x*—5xy—y?—24. Determinese: a) f(01),b) (23),¢) f(-14),y
d) f(~5-7).

En (X, Xy, X X, )=3% —5%,X, — X, X;X,, determinese: a) f(-4,-110), b)
(1,0,23)yc) f(m,n,o0,p).

La empresa Distribuciones Moya estima que el nimero de unidades que vende
cada afno es una funcién de los gastos destinados a la publicidad por radio y

prensa escrita. La funcién es:
z=f(x,y)=1.2x+0.08y —x* -y —xy

Donde z es el numero de unidades vendidas al afio, x sefiala los gastos de
publicidad por la radio e y indica los gasto de publicidad por la prensa (las

cantidades en dolares)

a. Encuentre las ventas anuales esperadas si se destina 16 dolares a la

publicidad por la radio y 12 délares a la publicidad por la prensa.

b. ;Cudles seran las ventas futuras si se gastan 36 dolares y 30 délares en

publicidad por radio y prensa respectivamente?
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20.

21.

Averiglie en una empresa local destinada a la comercializaciéon de productos
de consumo masivo sobre las clases de publicidad que emplean para la
promocion de venta de sus articulos y que beneficios reciben. Construya una
funcion matematica y encuentre las ventas en el afio 2014, con los datos
recibidos por publicidad.

Una funcion es inyectiva, cuando: ______

a. N(A)<N(B)

b. N(A)>N(B)
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Facetas

QUE ES LA INVESTIGACION

Gonzales S. Miguel. Pérez A. Galo & Quezada Froilan. 1996. manifiestan:

Segin Armando Asti Vera “La investigacion es algo indefinible, aunque
existen muchas opiniones cuyas definiciones no se acercan a la realidad.
La investigacion seria algo asi como todo lo que se hace para llegar a la

verdad”.

Tal vez el concepto griego ALETEIA es lo que se acerca al concepto de la

investigacion. ALETEIA significa develar, correr el velo para ver la realidad.

Pero ;Qué es la verdad?. Segin Ouspensky, la mentira es pronunciarse
acerca de lo que se cree que es verdad o, en otras palabras, cuando el
hombre no sabe que miente, mas adelante afirma que la verdad no nos es
posible conocerla en nuestro estado presente de evolucion, pues solo se la
alcanza con la conciencia objetiva, es decir, cuando se tiene la conciencia

de todas las cosas de todo el universo tal cual es.

Para Rodolfo Mandolfo, investigar es tener conciencia de un problema
para llegar a la solucién. Para Einstein, es el goce de la comprension. Para

Aristoteles, el aprehender es el mas grande de los placeres.

La investigacion pura, segin Bacon es una parte de la busqueda del
conocimiento guiado simplemente por el intelecto, la investigacion
aplicada resuelve problemas mas concretos. Bacon en Novum Organum
sefiala la diferencia entre investigacion pura e investigacion aplicada: la
primera es una fuente de luz que aprovecha la investigacion aplicada. La

investigacion cientifica esta dirigida al desarrollo.
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Para cientistas en reuniones académicas dicen que “el fin esencial de la
investigacion es extender el conocimiento cientifico y profundizar nuestra
comprension de la naturaleza”. La investigacion cientifica es importante
para la nacién porque es fuente de aumento del saber, elemento esencial
para el sistema de educacion, creadora de valores culturales por constante
renovacion de horizontes intelectuales, medio para alcanzar objetivos

econdmicos y sociales.

Como proceso, a la investigacion se la puede definir, como una serie de
pasos que dan respuesta légica a una pregunta especifica. El ser humano
observa. De la demostracién se forman juicios. Con los juicios se construye
hipétesis de posibilidad que somete a un procedimiento inductivo -
deductivo para ver si son validas. Un conjunto de hipétesis validas forma
una teoria valida. Un conjunto de teorias forma una ley. Finalmente, un

conjunto de leyes validas constituye una ciencia.

Para llegar a la ciencia se recurre a la investigacion profunda y sistematica.

Esta sistematizacidn se obtiene a través de una metodologia. (pp.37-38)

Una vez leido este contenido ;Qué es para usted la investigacién?
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3.4FUNCIONES CON VARIABLE REAL

Definicion 3.9 Funcién es el conjunto de pares ordenados tales que las primeras
componentes pertenecen al conjunto X y las segundas componentes pertenecen al

conjunto Y. Simbolicamente se representa:

f: XY

x—y=f(x)

Dominio de una funcién de variable real
Definicion 3.10: Sea f una funcién de variable real f:x— y. El conjunto de los

elementos x, constituyen el dominio de la funcién. Simboélicamente se representa

dom f
Para identificar el dominio de una funcién hay que tener presente:

- Si f(x) es un cociente, el dominio no existe cuando el denominador se hace

cero; no se debe considerar los valores que afectan esta situacion.

- Si f(x) contiene una raiz de indice par, el dominio existe si el radicando es

positivo o cero.

Ejemplo 3.10: Identifique el dominio de f(x)=5x-1

Solucion:
Claramente se observa que para todo elemento de x existe un elemento de y, es
decir que el dom f=R.

3x-1
X-5

Ejemplo 3.11: encuentre el dominio de f(x)=

Solucion:
El denominador esXx—5#0; X#5, por lo que se concluye que el,

domf = R—{5}=(~0,5)U(5,0)
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Ejemplo 3.12: Encuentre el dominio de f(x)=+/x*—1

Solucion:

x?2-1>0;

X| >1, por lo tanto:

domf = (—a0,~1)U (1,+0)

Rango de una funcion de variable real

Definicion 3.11. Sea f :x—y, el conjunto de los elementos imagen del dominio,

es el rango de la funcion. Simbdlicamente se representa rgf.
El proceso para obtener la imagen de una funcidén y = f{x) es:
- Despejar algebraicamente la variable x en la funcidn.

- Elrango es el conjunto de valores que toma la variable y, una vez despejada

la variable x.
Ejemplo 3.13: f(x)=4x-5vxeR
y+5
=4X-5; X=——
y 4

Para todo valor de y existe un valor de x, por lo tanto el rgf=R

X+2

Ejemplo 3.14: f(x)="—-,vx=0
X
X+2
:f =
y="fl)==

YX=X+2 > yX—X=2

X(y —1) =2, despejando X,
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2
y-1

X =

El cociente estd definido cuando y-1#0; y=1, por lo tanto, el

rgf =R—{1}=(-o01)U(L+x)
Ejemplo 3.15: f(x)=2x*+3,vxeR

y=2x2+3-52x2=y-3—>x* :yT—S

3.4.1 TIPO DE FUNCIONES CON VARIABLE REAL

Atendiendo a su estructura son:

a. Funcion Constante

Definicién 3.12 Una funcién es constante cuando y = f(x)=b,¥xeR
Ejemplo 3.16: y= f(x):lo, en otros términos Yy = f(x)=0x +10, es una funcién

constante. Cualquiera que sea el valor de x, el rango tiene un solo valor de 10, se

puede ampliar la explicacién con las expresiones:
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En la figura 3.1 de puede apreciar para cada valor del dominio corresponde el

mismo valor del rango.

Dominio

Figura 3.1

b. Funcion Identidad

Definicién 3.13. Una funcién es idéntica cuando f(x)=x,VxeR.

Donde el dominio e imagen o recorrido es el conjunto de los nimeros reales, la
pendiente de esta recta es 1 y pasa por el origen. Su grafica es una recta con una
inclinacion de 452 o tg 459 Algunos autores sefialan a este tipo de rectas como

funciones lineales. Se deriva la forma general:

f(x)=ax, donde a es una constante llamada pendiente m.

c¢. Funcioén Lineal

Definicion 3.14: Una funcién es lineal cuando y= f(x)=mx+b, donde m es la
pendiente y b es la ordenada en el origen (0, b). Tanto m como b pertenecen a los
numeros reales. Algunos autores le llaman funcién no lineal con grdfico lineal.

Ejemplo 3.17: y = f(x)=5x+6

Es una funcién lineal con m =5 y la ordenada en el origenb = 6

184



PUNTO DE APOYO
En el ejemplo 3.9. C = f(x) = 0.4x + 50 000, es
una aplicacion de funcion lineal

d. Funcion Cuadratica

Definicion 3.15: la forma general de la funcién cuadratica estd dada por
y="f (x): ax’ +bx+c, donde a, b y ¢ pertenecen al conjunto de los reales, siempre

y cuando a #0.

Ejemplo 3.18: y = f(x)=2x* —7x—15 En esta funcién:
La grafica de la funcién cuadratica es una parabola, cuya curva segin los casos se
extiende hacia arriba, hacia abajo, hacia la izquierda o hacia la derecha del plano

cartesiano. (Mas adelante se observara con mayor detenimiento).

Como aplicacién de la funcién cuadratica en economia se tiene en la demanda de un

producto cuya cantidad varia segtin el precio de venta. La funcion de la demanda se

expresa Q, = f(p)

Ejemplo 3.19: g, = p> —20p + 2400,
Donde g, es el numero de unidades demandadas y p es el precio de doélares,

considerando esta funcién, la cantidad de la demanda a un precio de USD2,00, es:

qe = (2)=2%-20(2)+2400
= 440+ 2400 = 2364 Unidades

A un precio de 10 délares

g, = f(10)=10% —20(10) + 2400
=100-200+ 2400 = 2300 Unidades

;Qué pasaria si se vende al precio de USD15,00?
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e. Funciones Cubicas
Definicién 3.16: una funcién es ctibica cuando y= f(x)=a,x’+a,x*+a,x+a,,

donde a;,a,,a,,a,, pertenecen alos realesy a, #0

Ejemplo 3.20: y = f(x)=x*—20x* +12x—100

Es una funcién cubica donde a, =1,a, =20,a, =12,a, =-100

Las epidemias se propagan en nuestro pais por la influencia del fenémeno El Nifo.
Por esta razon el personal de salubridad estima que el nimero de personas que
contraeran es una funcién del tiempo transcurrido desde que descubrié la

epidemia. La funcién es:
n= f(t)=100t> -5t
Donde n es el nimero de personas afectadas y 0<t<50, evaluados en dias

contados a partir del descubrimiento de la epidemia. Surge la interrogante ;cual es

el nimero de personas afectadas en 10 dias?

n= f(10)=100(10)’ -5(10)°
=100000-500
=99500 Personas

f. Funcion Polinomial

Definicion 3.17: La funcion polinomial esta dada por la forma:

y=f(x)=ax"+a, X" +,..,aX+a,

Donde @@ 1,8 €R y a, #0. El exponente de x debe ser un entero no

negativo y el grado del polinomio es el exponente mas alto en la funcion. La funcién

y = f(x)=x*, es una funcién de grado 4.
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g. Funcion Creciente
Definicion 3.18: Una funcion f es creciente cuando
VX, %, € H(x, <%,)—= (f(x, <x,))] y  es estrictamente creciente

cuando Vx,, X, € 1[(x, < x,) = (f(x, <x,))]

Estas definiciones son muy utiles para estudiar el comportamiento de curvas

cuando es motivo del estudio de derivadas.

Para mayor ilustracion de las definiciones, se puede encontrar en la grafica 3.1

f(xz)

F(x))

Grafica 3.1

h. Funcion Decreciente

Definicion 3.19: Una funcion f es decreciente cuando

X% € 1[04 < %) = (F (3 2 x,))]

Y es estrictamente decreciente cuando Vx,, X, € I[(x, < %,)— (f(x, > x,))]

En la grafica 3.2 se ilustra la variacion decreciente
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Gréfica 3.2

i. Funciones Racionales

Definicion 3.20. Una funciéon es racional cuando hay una relaciéon entre dos

funciones g(x) y h(x). La forma general es:

Ejemplo 3.21: La funciéon y= f(x):zs—xl, es un ejemplo de funcién racional

donde g(x) =5xy h(x) = x* -1

Las funciones racionales son utilizadas por los terapeutas para conocer el costo C
de un programa de rehabilitacidn, esta en funcién del porcentaje de recuperaciéon
lograda en el proceso.

8x
60— x

La funcién C = f(x)= ,0 < x <100, donde C estd dado en ddlares. El costo de

la terapia para tener una recuperacion del 30%, es:

8(30) _ 240
60-30 30

C=1f(30)= =8 Ddlares

j- Las funciones Exponenciales
Definicion 3.21: Funcién exponencial es una expresion algebraica en donde la

variable independiente es el exponente o parte del exponente.

Es delaforma y= [f (X)]X
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Son funciones exponenciales, y = f(x)=5" y = f(x)=2¢*, donde e =2.718283...

Muchas empresas adquieren maquinaria, vehiculos, edificios y otros bienes de
capital, los contadores llevan el valor en libros, mediante el fundamento:

Valor el libro = costo de compra - depreciacién

Ejemplo 3.22: el valor en libros de un tractor, esta dado por:
V =12(1.5)""

Donde, V es el valor en libros expresado en ddlares y t el numero de afios desde la

fecha de su compra. El valor al cabo de 3 afios es:
V =80000(L.5) *®

=80000(1.5)

=80000 1

(1.5)*°

=80000 L

1.129346935

=80000(0.885467493) = 70837.40 Délares

k. Funciones Logaritmicas
Definicion 3.22: Una funcion f es logaritmica si:
y = f(x)=log, x

Siendo a cualquier base. Si es de base a = 10, este subindice no se considera, es

decir:

y = f(x)=logx
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Las funciones logaritmicas tienen gran aplicacién en la administracién, economia e

ingenierias.

1. Funciones Implicitas

Son aquellas en las que ninguna variable esta despejada.

Ejemplo 3.23: Las expresiones siguientes son funciones implicitas

y—5x=3

y’> +5x—-3y+x* =5

y>—3xy+x*—-8=0

m. Funciones explicitas

Son aquellas igualdades donde se la variable se encuentra despejada.

Ejemplo 3.24: Son funciones explicitas:
y=f(x)=5x+3
y=f(x)=x*—-5x+8

y = f(x)=(x-1)x+2)x—3)

n. Funciones Par o Impar

Definicion 3.23: Una funcioén f es par cuando

vx,—x € domf [ f (= x)= f(x)]
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En la grafica 3.3 se ilustra esta funcién

1

y

(-x, f(- X)/.ATEW()) N

TS

Grafica 3.3 Funcién Par

Definicion 3.24: Una funcién f es impar cuando,
Vx,—x € domf [ f (= x)=—f(x)]

En la grafica 3. 4, se ilustra esta funcidn.

&
(%, f(%) | R

(% - 6)

Grafica 3.4 Funcién Impar

0. Funciones Periodicas

Definicion 3.25: Una funcidn f es periédica cuando cumple con la propiedad:

3T e R*wx edomf [ (x+T)= f(x)]

Es peri6dica con periodo T.
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En la gréafica 3,5, se ilustra esta funcion

Yodo T
Periodo T

N AN N A

A

\%

Grafica 3.5: Funcion periodica

p. Funciones especiales
Entre las funciones especiales se tiene: Valor absoluto, signo, escalon, maximo

entero mayor.

p-1 Funcién Valor Absoluto

Definicion 3.26: una funcion f se denomina valor absoluto cuando

f(x)=|x|:{x’ x>0
La relacién se da R en -X, x<0
x— f(x)=|x
La grafica 3.6 demuestra la funcién
y 4
1 1 X

Grafica 3.6: Funcién Valor Absoluto

La grafica sefiala que el domf =R, el rgf = [0,+oo), es estrictamente decreciente en
(—oo,O), es estrictamente creciente en (O,+oo), la funcion es inyectiva, es par y

continua en R.

p-2 Funcién Signo

Definicion 3.27: La funcion f se denomina signo cuando se verifica:
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R—>R

x — f(x)=sgn(x)

1, x>0
f(x)=sgn(x)=4 0, x=0
-1, —-x<0

Grafica 3.7: Funcidn Signo

En la grafica 3.7 se observa que él domf =R, el rgf :{—1,0,1}, la funcién es

creciente, impar, hay una discontinuidad en x = 0

p-3 Funcion Escal6n

Definicion 3.28: una funcion es escalén, cuando:

R—>R
x—> f(x)=u(x)

f<x>=ﬂ<x>={1’ x>0

0, x<0

<

Grafica 3.8: Funcion Escalon

Se observa que el domf =R, el rgf ={0,1}, la funcién es creciente en R, hay

discontinuidad enx =0
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p-4 Funcion Entero Mayor

Definicion 3.29: La funcién entero mayor cumple si:

R—>R y
x — f(X)= [[x]] 5 0
1 —0
O > X
-2 01 1 2 3
—0 -2

Grafica 3.9: Funcién Entero Mayor

f(x)=[[x]]=n

n<x<n+lxeRaneZ

Ejemplo 3.25: Para un numero real no entero, el entero mayor de:

31=3 -23=-3
2.3=2 -2.05=-3
T =3
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GUIA DE ESTUDIO 16

Objetivo
Evidenciar conocimiento de las definiciones en los diferentes tipos de funciones

para resolver problemas de la vida real y la forma de representar graficamente.
Actividades

En forma individual o en equipo, analizar y discutir los temas relacionados a las
funciones matematicas, tratando de mantener el conocimiento para argumentar en

los diferentes casos de problemas de aplicacidn.

Resuelva cada uno de los ejercicios

1. Identifique el tipo de funcién en los casos siguientes:

a. f(x)=15
b. f(x)=2x-5
c. f(x)=5x*>-3x-10

X :§X+50
i f s
. f(v)=log,(v-3)
k. f(x)=5x
. f(x)=log5x
m f(x)= 223
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2. Lautilidad de plantar x; hectareas en la granja j se expresa en la funcion:

P(X,, X,, X, ) = 400x, +550x, +450x, — 525000

a. ¢Cudl es la utilidad total si en la granja 1 se plantan 200 Ha, en la ganja 2

se plantan 900 Ha y en la granja 3 se plantan 150 Ha?.

b. ;Cudl es la utilidad total si en las tres granjas se plantan 500, 300 y 700

hectareas respectivamente?

3. Elvalor en libros de una camioneta es la funcién:
V = f(t)=5000- 2500t
Donde V es el valor en libros en doélares y t es el tiempo de comprada la
camioneta en anos.
a. ¢Qué tipo de funcion es esta?
b. ;Cudl es el valor en libros a los 4 afios?

c. ¢Cuando seraigual a cero el valor en libros?

4. Elingreso total por la venta de un producto depende del precio por unidad.
La funcidén de ingreso es:
R= f(p)=300p—10p?
Donde R es el ingreso total en délares y p indica el precio
a. ;Quétipo de funcién es?

b. ;Cudl es el ingreso total, si el precio es de USD 5,007

5. Dadas las funciones implicitas, exprese explicitamente en f(x) y g(y) :
a. 3x—4y-35=0
b. X°+3x—y’=10
c. 4y-3x+y’-3=0
d 2x’-2y+5=0
e. 3x*-3x*-18x*-3y=0

2 3

X—y
L2 —= =2
s (2—xJ
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Facetas

EL PROCESO DEL CONOCIMIENTO

Gonzdlez et al. (1996) afirman que: El acto cientifico de conocer, es un proceso que
se desarrolla de acuerdo a una ley (del conocimiento), se vale de un método (de
investigacion). La Ley del conocimiento y el método para conocer, guardan una
relacién biunivoca, se relacionan mutuamente.

El objetivo de esta faceta es hacer explicita esta interrelacion.

El problema basico que tiene el acto de conocer es establecer implantar la relacién
entre:

Lo singular y lo general

Lo sensorial y lo racional, y

Lo inmediato y lo mediato

Conocer es, una consecuencia y segun Rosental el proceso de elevacién:

De lo singular a lo general

Del fen6meno a la LEY.

El problema radica en que lo singular es contradictorio (dialécticamente hablando)
de lo general, de la misma manera entre el fendmeno, en tanto y en cuanto tal, es
contradictorio a la Ley.

Expresado, en otros términos, entre lo singular y lo general, entre el fendmeno y la

ley, no hay un nexo directo, sino una distancia influida por relaciones antagonicas.

;Cual es la relacion entre abstracto y concreto?

Es basico despejar esta incégnita, porque la tnica posibilidad de conocer el mundo
objetivo, es la que pasa por la abstraccion, (sin abstracciéon no hay posibilidad de
conocer). Es mas, la realidad “cadtica” en su manifestaciéon externa (apariencia),
s6lo al pasar por el nivel de la abstraccién permite descubrir sus leyes, ecuaciones,
conceptos, puede ser captada como verdaderamente es la realidad 16gica, unitaria,
interconectada y correlacionada dentro del sistema universal “causa - efecto”, del
cual nada de lo existente escapa y ese es el unico camino posible del

conocimiento cientifico.
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CONCRETO VERSUS CONCRETO

N 7

CONTRADICTORIOS

Pues, abstraer es alejarse (tomar distancia de la realidad) de la realidad concreta,

mientras que, por lo contrario:

CONOCER REALIDAD
ES VER

:.Qué es entonces, concreto y qué es abstraccion?

Concreto

Cuando se habla de “concreto”, se hace referencia a la integridad de algo, en el
conjunto de sus propiedades y manifestaciones, o sea se refiere al todo existente
como parte integrante de la diversidad.

En esta diversidad todos los elementos se encuentran encadenados y
condicionados reciprocamente, por la totalidad de las relaciones “causa -
efecto”. Esta totalidad constituye el SISTEMA DE NEXOS Y RELACIONES de ese

“concreto”.

Abstracto

Cuando se refiere al concepto “abstracto”, se hace referencia a parcialidades parte
(o “partes”) del todo, desconectados de los nexos, abstracto es contrario a
concreto: abstraer es separacion artificial de partes para su estudio y comprension.

LA PARTE ES TAN REAL COMO EL TODO. (pp.39-43)

Realice su comentario sobre el proceso del conocimiento de los temas y contenidos

en las diferentes asignaturas de formacion profesional.
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3.4.1 REPRESENTACION GRAFICA DE LAS FUNCIONES
La representacidon grafica de funciones se apoya en el sistema de coordenadas

rectangulares XeY,donde Xc R e ycR.

El punto de interseccién con los ejes se denomina origen. El par ordenado (a, b) es

un punto en el plano cartesiano, donde a se llama abscisa y b ordenada.

3.4.1.1. Funcion Idéntica

f()=xR={-2-2)(-1-1).(00),(11)(2.2),3.3)

A
£

2
=

a

Gréfiga 3.10: Funcion Identica

3.4.1.2. Funcion constante

f(X)=5<R={(-24)(-14).(04) (14) (24) 34}

I I ‘\!4‘ 5 A I I I
- - - - - - - =
3 2 1 0 1 2 3 ax
Grafica 3.11: Funcion Constante
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3.4.1.3 Funcion lineal

f(x)=3x-8 < R={-3-17),(-2,-14),(-1-11),(0,-8),(L-5),(2-2),(31)}

10
rav
Grafica 3.12: Funcion Lineal

3.4.1.4 Funcion cubica

a) f(x)=x*-8R={-3-35),(-2-16),(-1,-9),(0,-8),(1,-7),(2,0),(319)}
30 4\

20
10

Py
o

20
-30
-40

Grafica 3.13: funcién Cdbica con desplazamiento hacia abajo

b) f(x)=x%; R={-3-27)(-2-8),(-1-1) (11),(2,8)(3,27)}

30
20
10

I 1 2 3 4

-10

-20

-30

Grafica 3.14: Funcion Cubica
. f(x)=2x*; R={-3-54),(-2,-16),(-1-2),(1,2),(2,16),(3,54)}
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f(x)=-2x*: R={(-354),(-216),(-12),(1,-2),(2,-16),(3-54)}

60

N

f (x) =2x°

60 M

-60

s~V

-40

-60

X)=—2x° \
f() 2 ‘

Grafica 3.15: Funcién Cuabica

Grafica 3.16: Funcién Cubica

Caracteristicas: inyectiva, sobreyectiva, impar, con alargamientos o compresiones

verticales. La grafica 3.27 es reflexiva

4 f()=2x-3; R={-3-57),(-2-19),(-1-5),(0,-3).(L-1),(213),(2,51)}

60 A
40
20
= E — >
1 2 4

-20

-40

-60

-80

Grafica 3.17: Funcién Cubica con desplazamiento hacia abajo y alargamiento

vertical
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e. f(x)=(x-3)+2; R={(-1-62),(0,-25),(1,-6),(21),(3.2),(4,3),(50),(6,29)}

40 A

20

A4

-80

Grafica 3.18: Funcién Cubica con desplazamiento hacia la derecha

3.4.1.5 Funcidn racional

x?-9

f(x): =X—3;x# -3, puesto que cuando x = - 3, el valor de f(x) es un valor

X+3

infinito; R = {(-2,-5X-1-4),(0,-3),(1,—2),(2-1),(3,0), (4.1)}

|
Z

N/

G}Jéfica 3.19: Funcion Racional
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3.4.1.6 Funcion cuadratica

f(x)=x*+x-2;R={(-34)Y-20),(0,-2),(1,0),(2,4),(310)}

12 YN

4 /4 X
4
Grafica 3.20: Funcion Cuadratica
3.4.1.7 Funciones Especiales
Caso 1: Valor Absoluto
X, Xx=0
f = =
(x) |X| {— X, X<0
a. f(x)=];R={(-33)(-22)(-12)(00).11),(2.2).(33)}
b. f(x)=[3x;R={(-39),(-26).(-13).(0,0),(1.3).(26),(39)}
7 A
y _
. 6 () —|3xl|'
f(x) =[x

Grafica 3.21: Funcidén Valor Absoluto
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Existe una compresién o alargamiento vertical sobre el eje y

c. Graficarla funcién f(x)=[3x+2; R={(-28),(-15),(0,2),(L5).(2.8)}

B U0 O N 0 W

P = N

—~—
X
-3 -2 -1 0 1 2 3

Grafica 3.22: Funci6n Valor Absoluto con desplazamiento hacia arriba
d. Graficar las funciones:

1) f(x)=-; R={(-3-3)-2-2)(-1-1).(00).1-1).(2-2).3-3)s.y
2) 9(x)=-X-2; R={(-2-4)(-1-8),(0-2),(1-3).(2-4)}

~ VY

f(x)

Y
Pt oI
3,5 )

Grafica 3.23: Funcion Valor Absoluto con reflexiéon y desplazamiento hacia abajo
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e. Graficar la funcién:

f(x)=|(x-17+2; R=1{(-211).(-16),(03),12).(2.3).(36)}

12 N\
y
10
8
6
2
3 >
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Grafica 3.24: Funcién Valor Absoluto con desplazamiento hacia la derecha y hacia

arriba

f. Graficarla funcién f(x)= —‘(X —1)2‘ +2;

R=1(-2-7)(-1-2).(01),12).(21). 3-2).(4-3);

y

w
S

N

N

A4

c'>o~iqc'ndnlbnlub»'—ndv\»—nm

Gréfica 3.25: Funcion Valor Absoluto con reflexiéon
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Caso 2: Funcion Escalon Unitaria

Definicién
1 si x>0
f(x)=U(X)=
=061y 5 oo
y
1 &—
Z Q X

Vv

Grafica 3.26: Funcidn Escalon Unitaria
3.4.1.8 Funcion Exponencial

a. Graficar la funcién:

f(x)=2"; R {(_3, %M- 2,%}(—1, %j (01),(1.2) (2.4), (3,8)}

9 A

y= e0,6931x

sV

Grafica 3.27: Funcién Exponencial con linea de tendencia y =e”****
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25

b. f(x)=5";R= {(— 2, i} (—1, %j (01),05), (2,25)}

30 A

25 y = e1,6094x

20

15

10

- — 5
-3 -2 -1 0 1 2 3

Gréafica 3.28: Funcién exponencial con linea de tendencia y = e"****

o 100-(3) iR {(- o) 24 1200(11)(22)[s %}}

Sy
-
4

4 3 2 1 0 1 ) 3

Gréfica 3.29: Funcién Exponencial con linea de tendencia y =e %>
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3.4.1.9 Funcion logaritmica

a. 1(x)=log,x R= {(% ,_3}(1,_2),@ ,_1], 10),(21) (8,3)}

4

4/

N4

10
Gréfica 3.30: Funcién Logaritmica de base 2
1 1 1
b. f(x)=log, xR ={(8,—3), (4,-2),(2,-1),(1,0), (— ,1),(-,2),(-,3}}
> 2 4 8
4/
3
2
1
0 >
10

Grafica 3.31: Funcién Logaritmica de base 1/2
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3.4.1.10 Funcion Cabica

Caso 1:

f(x)=x%; R={-3-27),(-2-8),(-1-1) (11),(2,8),(3,27)}

30 M

20

10

sV

-10

-20

-30

Grafica 3.32: Funcién Cubica

Caso 2:

f(x)=2x*; R={(-3,-54),(-2-16),(-1-2),(1,2),(2,16),(3,54)}
f(x)=—2x*: R={(-354),(-216),(-12),(1,-2),(2,-16),(3-54)}

60 A 60 A\
f (x) =2x°

s~V

-40

f (x)=—2x° \

-60 -60

Grafica 3.33: Funcién Cubica Grafica 3.34: Funcién Cubica

Caracteristicas: inyectiva, sobreyectiva, impar, con alargamientos o compresiones

verticales. La grafica 3.27 es reflexiva
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Caso 3:

f(x)=2x*-3; R={(-3-57),(-2,-19),(-1-5),(0,-3),(1,-1),(2,13),(2,51)}

60 A

40

20

P

-20

-40

-60

-80

s\

Grafica 3.35: Funcién Cubica con desplazamiento hacia abajo y alargamiento

vertical

Caso 4: f(x)=(x—3)° +2; R={(-1-62),(0,-25),(1-6),(2,1),(3,2),(4,3),(5,10),(6,29)}

40 A

20

-80

A4

Grafica 3.36: Funcion Cubica con desplazamiento hacia la derecha
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GUIA DE ESTUDIO 17

Objetivo
Mantener el conocimiento tedrico mediante la representacion grafica de funciones

matematicas.

Actividades
El estudiante debe realizar en forma individual o en equipo de tres estudiantes,
durante el tiempo de trabajo autéonomo, las representaciones graficas de las

funciones matematicas y la aplicacion de conceptos.

En los ejercicios siguientes, grafique y determine el tipo de funcién.

1. f(x)=10

2. f(x)=-8

3. f(x)=2x-5
4

10. f(x :—(x2+3x—10)

12. f

(x)
(x)
(%)
11. f(x)=3x
(x)
13. f(x)
14. f(x)

15. f(x)=(4-x2)
16. f(x)=|4x|

17. f(x)=|x+2/-5
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18. f(x)=—2x-1+3
19. f(x)=—(x+5)" -4

20. f

22. f

23. f(x)=-log, 2x

(x)
(x)
(x)
21. f(x)=log, x
(x)
(x)
(x)

24. f(x)=log, 2x

25. f(x)=‘x2 -3

Para cada una de las siguientes funciones, encuentre a) f(5),b) f(%), q f(=x),q

f(2b),) f(5x-1),0 f(a®1),g) f(x—h)
27. f

(%)
28. f(x)
29. f(x)=(2x-5)
30. f(x)
31. f(x)
(x)

32. f(x

33. f(x)=x2
34. f(x)=2x"*
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Facetas

Lea y comente sobre:

FUNCIONES DE LA INVESTIGACION

Gonzalez S. et al (1996) exponen que: una de las funciones de la investigacion
social y educativa es desarrollar y evaluar practicas, conceptos y teorias de las
relaciones sociales, asi como desarrollar y evaluar metodologias que sometan a
prueba estas practicas, conceptos y teorias, en otras palabras conocer los limites
del propio conocimiento y mantener en lucha constante contra ellos.

Ahora bien, la investigacién puede ser completamente practica en su funcidn, el
deseo puede consistir en conocer, con objeto de ser capaz de hacer algo mejor o

mas eficientemente. (p.65)
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Unidad 4

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES,
MATRICES Y DETERMINANTES

Contenidos

4.1 Aproximacion

4.2 Sistemas de ecuaciones lineales con dos incégnitas
4.2.1 Métodos de solucién

4.3 Vectores

4.4 Matrices

4.5 Determinantes

4.6 Resolucion de sistemas de ecuaciones mediante matrices

Objetivos

- Mantener conocimiento sobre pendiente y formas de la recta.

- Resolver sistemas de ecuaciones lineales para la aplicacion en problemas
sociales, econdmicos y financieros.

- Definir en concepto de vectores y encontrar las aplicaciones en diversos
problemas de la realidad.

- Resolver operaciones de matrices en sus diferentes manifestaciones
utilizando métodos adecuados y eficaces.

- (Calcular la determinante de una matriz utilizando varios métodos
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Historia

Ecuaciones lineales

- Periodo 1700 a.c - 1700 d.c: invencién de simbolos y resolucién de
ecuaciones, en esta etapa los griegos (afio 300 a. c) se desarrolla el algebra
geométrica.

- Vite (1540 - 1603) introduce la notacion simbodlica y Descartes (1596 -
1650) contribuye en esta notacion.

- Euler (1707 - 1783): teoria de los calculos de los numeros racionales
enteros, fracciones ordinarias, raices cuadradas y cubicas, progresiones y
resolucion general de ecuaciones.

- Habrian de pasar 3000 afios para aplicar el procedimiento de la resolucion
de la ecuaciénax +b =c.

- Los egipcios (1650 a.c), dejaron en papiros gran cantidad de problemas
resueltos, en su mayoria problemas aritméticas de la vida diaria. Las

ecuaciones utilizadas fueron de la forma: x + bx=byx+ax+bx=0;a,byc

eran numeros conocidos y x la incognita llamada aha o montén.

De los sistemas de ecuaciones lineales
Los sistemas de ecuaciones fueron resueltos por los babilonicos. Un ejemplo

extraido de una tabla dice en los términos siguientes:

Y de la anchura + longitud = 7 manos

Longitud + anchura = 10 manos

Para resolver comienzan una mano = 5 y la solucién podria ser anchura = 20 y
longitud = 30. En la actualidad el método es de eliminacion.

Los griegos resolvieron utilizando métodos geométricos. Thymaridas podria haber
encontrado una férmula para resolver n ecuaciones con n incégnitas.

Recuperado de

http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd98 /Matematicas/14 /historia.html
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Tablilla de los babilonios
Fuente: franciciscojaviertostado.com

41 APROXIMACION
El concepto linea, geométricamente tiene muchas definiciones, entre las que se

mencionan las siguientes:

- Es una recta infinita de puntos

- Esellimite de una superficie

En matematicas la palabra “lineal” tiene un amplio significado, segin GROSSMAN, S

(1992) “es una generalizacion de las propiedades de las lineas rectas”.

Pendiente de una recta

Ala pendiente se representada con la letra m

La pendiente que pasa por los puntos P,(x;,Y,)y P,(X,,Y,) esta dada por:

m=Y2" N e s X, # X,

X, =X, AX

Es necesario considerar sobre la pendiente, las condiciones siguientes:

- Condicién de paralelismo: m, =m,

- Condicidn de perpendicularidad: m, = ——
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La pendiente de las rectas paralelas al eje x es cero.

La pendiente de las rectas paralelas al eje y no esta definida, tiende al

infinito.

Formas de la ecuacion de la recta:

y = mx +b, conocida con el nombre de pendiente m y ordenada en el origen

b

Ax + By + C =0; forma general de la recta, donde m = —%\ y la ordenada en

el origenes b= —%

Y-y, = m(x — xl); punto - pendiente

§+%:1; forma simétrica, abscisa en el origen (a,0) y ordenada en el
a

origen (0,b).

Y=Y _ Y1V,

= ; forma cartesiana, cuando se conocen dos puntos
X=X X —X,

Pl(xl’ Y1)y Pz(le yz)

XC0S w+ ysenw— p =0; forma normal de la recta

Para encontrar la ecuaciéon de la recta aplicando las formas enunciadas, se

recomienda tomar en cuenta las instrucciones siguientes:

a. Construir un sistema de coordenadas rectangulares.

b. Graficar los puntos que da el problema.

C.

Identificar la forma de la recta, segun los datos del problema.

d. Realizar las operaciones aritméticas o algebraicas.
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e. Encontrar la ecuacion.

f.  Analisis de resultados.

4.2 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

4.2.1 Generalizacion

ax+by=c,

{a2x+bzy =C,

Donde (a,,a,,b,,b,,c;,C,) €alos racionales, Q
Ejemplo 4.1:

Sistema con solucion inica

{}+y=8(n

x-y=2 (2)

Al sumar las dos ecuaciones se obtiene 2x = 10, dividiendo entre 2 la igualdad, x =
5. Sustituyendo en la ecuacion (2), 5 - y = 2; transponiendo términos, y = 3. por lo
tanto, el conjunto solucion es (5,3), al sustituir los valores encontrados en el
sistema de ecuaciones se verifica las igualdades. Por lo cual es sistema tiene

solucidon Uinica o simultanea.

Sistema con un numero infinito de soluciones
Ejemplo 4. 2:

Dado el sistema

JLx+ y=5

2x+2y=10
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Las dos ecuaciones son equivalentes, con el fin de comprobar, dividase por 2 la
segunda. De la ecuacién x + y = 5, transponiendo x al segundo miembro,y =5 -x, la
solucién es el par (X, 5 - x), para todo nimero real de x. Dicho de otra forma, el
sistema tiene un numero infinito de soluciones. Los pares siguientes son

soluciones: (2,3), (4,1), (5,0), (6,-1), (10, -5)

Ejemplo 4.3:

Sistema sin solucion

{x+ y =5

2x+2y=9

Multiplicando por 2 la primera ecuacién se obtiene 2x + 2y = 10, contradiciendo a
la segunda ecuacién. Entonces el sistema no tiene solucidn, el grafico de las dos
ecuaciones seran rectas paralelas. Encontrando la pendiente en las dos ecuaciones,

su valor es el mismo, es decirm=-1

Ya y A y A

v
v

0 \ g 0 \ X 0 \X

Grafica 4.1: Rectas no Grafica 4.2: Rectas paralelas; Gréfica 4.3: Las rectas son
paralelas; un punto de ningun punto de interseccion coincidentes; el nimero de puntos
interseceidn de interseceidn es infinitn

4.2.2 Propiedades del sistema de ecuaciones con dos incégnitas
- Si se multiplica o se divide un nimero cualquiera a una ecuacion del
sistema, el sistema no altera.
- Si la primera ecuacién se multiplica por un nimero cualquiera a todos los
términos, y este producto se suma a la segunda ecuacion, el sistema no

altera.
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- Si la primera ecuaciéon se divide por un ndmero cualquiera a todos los
términos, y este cociente se suma a la segunda ecuacion, el sistema no
altera.

- Si se cambia de signo a todos los términos de una ecuacion el sistema no

altera.

Aplicando estas propiedades en el sistema de ecuaciones, se obtendra un nimero

indeterminado de sistemas de ecuaciones equivalentes.

Ejemplo 4.4:
{Zx -5y=2
3x-y =-1

- Atodos los términos de la primera ecuacion se por 5, el sistema es:
{10){ - 25y=10
3x - y=-1

- Multiplicando por 5 a todos los términos de la segunda ecuacion, se tiene:
{ZX -5y =2
15x -5y =-5

- Si se multiplica a todos los términos de la primera ecuacion por 2, y este

producto se suma a la segunda ecuacidn, se obtiene:

Multiplicando por 2; se obtiene 4x - 10y = 4, este resultado se suma término a

término a la segunda, resulta 7x - 11y = 3
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{2x—5y=2

7x-11y=3
Por lo tanto, los sistemas anotados son equivalentes.

4.2.3 METODOS DE SOLUCION

Para resolver un sistema de ecuaciones existen los métodos siguientes:

a. Igualacién

b. Sustitucion

c. Reduccion

d. Grafico

e. Determinantes

f. Eliminacion de Gauss - Jordan

g. Eliminacién Gaussiana

De los diferentes métodos de resolucion, se va a considerar el ejemplo 5, para
resolver por el método de igualacién, determinantes, eliminacién de Gauss -

Jordan y eliminacién Gaussiana.

Ejemplo 4.5:

Dado el sistema:

2X-y =6
x-3y=-2

Método de igualacion

Despejando x de la primera y la segunda ecuaciéon

X = 6+Ty; x = 3y - 2 ; por lo tanto x = x, igualando los segundos miembros, se

tiene:
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6+Ty =3y —2; destruyendo denominadores, (0 M.C.M)

6+y=6y-4
-5y =-10; dividiendo entre 2 la igualdad y cambiando de signo
y =2 este valor sustituyendo en x = 3y - 2
x = 3(2) - 2 =4, por la tanto el conjunto solucion es (4,2)
Método de determinantes
ax+by=c,

{azx +b,y=c,

Es necesario obtener las férmulas para encontrar los valores de x e y aplicando

determinantes del sistema enunciado en forma general.

c,b ] -
22 — bzcl blc2 ; a1b2 _azbl =A
Q le a1b2 - azb1

a, G,
a,C, a,C, —a,C;

Y=""A T A

Resolviendo el sistema, aplicando las férmulas anteriores, se tiene
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(6 _1)
—-2-3] _18_ _
_-18-2_-20_,

X = = =
2-1)  -6+1 -5
s
26

_[1—2}_—4—6_—10_

YA T s T s T

Conjunto solucién (4,2)

Eliminacion de Gauss - Jordan

2x-y =6
x-3y=-2

Cambiando de linea las ecuaciones, por la facilidad que presta el coeficiente 1 de la

segunda ecuacion para la eliminacién de términos de la otra ecuacidn, se tiene:

x - 3y =- 2 ; multiplicando por -2 los términos de la primera ecuacién y sumando a
la 2da

2X-y =6

x-3y=-2
0 + 5y = 10; dividiendo por 5

Xx-3y=-2
0 +y = 2; multiplicando por 3 esta linea, y sumando a la primera, se tiene
x+0=4

Por lo tanto, el conjunto solucién es (4,2), se ratifica la solucién por este método
Eliminacion Gaussiana

Consiste en eliminar los coeficientes de una forma parecida al método anterior, en

este caso se va a utilizar la matriz aumentada.
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1 -3-2
5 5 ‘ Multiplicando por - 2 la primera fila, y este producto sumando a la 2da
1 -3- L :
Dividiendo por 5, la segunda fila
5110
1 -3-2 . . . . , .
1l 2 Esto quiere decir que y = 2; sustituyendo en la primera fila, es decir a

la primera ecuacidn, se obtiene x = 4, por lo tanto la solucion es (4,2)
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GUIA DE ESTUDIO 18

OBJETIVO
Evidenciar aprendizajes sobre la recta, con aplicaciones de la pendiente, sistemas

ecuaciones con dos incdgnitas y métodos de resolucion.

ACTIVIDADES

En equipo de tres estudiantes, resolver los ejercicios que se detallan a continuacion

1. Dados los puntos A(3,5), B(5,1), C(- 3, - 2), D(4, -5), encuentre la pendiente
de la recta que pasan por los puntos: AB, AC, AB, BC, BD, CD.
2. ldentifique el valor de la pendiente y la ordenada en el origen, en las

ecuaciones siguientes:

a. y=5x-7
b. y=bx+c
3.1
c. —X——y=4
5 2y
3
d —x+=-y-5=0
2y

1
e. IXx——=y+4=0
4y

f. 3x-2y=5
g. S5y-2x=-3
h. 3+ 2x=3y
i. 5+3y=4x

3. Encuentre la ecuacién de la recta, segin los datos entregados en cada literal.
a. Larecta pasa por los puntos A(1,-3) y B(3,5)

b. Larecta que tiene de pendiente m = -5, y pasa por el punto B(-4, -5)

c. Larecta que pasa por los puntos A(0, - 4) y B(5,0)

d. Larecta que pasa por el punto (0,-5) y tiene de pendiente - 8
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& 0 oo

Dadas las ecuaciones de las rectas, encuentre la pendiente y la ordenada en

el origen en cada uno de los casos:

3x-2y=4
S5y-4x=-5
3+5y=3x
S5y=3x+7

3
—X+4y=5
4 y

1 3
—+9X=—
4 2y

mx+ny-p=0

En los sistemas siguientes identifique los sistemas con solucidn unica,

infinito niumero se soluciones y sin solucion.

2x-y=6
x-3y=-2
2x-5y=-4
2x -5y =2
4x+3y=7
8x+6y=14
2x-y=5
x-2y=3
3x-5y=2
9x - 15y =6
4x-5y=-8
8x-10y =2
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6. Dado el sistema ecuaciones: Construya 5 sistemas equivalentes

7x+2y=-3
2x-3y=5

7. En los sistemas de ecuaciones que a continuacion se ilustran, encuentre la
solucion aplicando los métodos de determinantes, eliminacion de Gauss -

Jordan, y eliminacion Gaussiana.

a. 3x-4y=2
2x+5y=-1
b. x+2y=-3
2x+y=3
c. 3x+5y=-3
3x+2y =0
d. -3x+2y=-1
S5y-3x =-3

-1
—X+2y=-3
> y
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4.3 VECTORES

4.3.1 Referencias historicas

El matematico irlandés Sir William Rowan Hamilton (1805-1865), inici6 el estudio
de los vectores, al representar ciertos objetos en el plano y en el espacio,
descubriendo los cuaterniones; concepto original que dio origen al desarrollo de
los vectores. Durante este siglo se debati6 mucho sobre los cuaterniones y los
vectores.

El fisico britanico Lord Kelvin en sus escritos afirma que los cuaterniones; “no
obstante ser bellamente ingeniosos, han sido un mal para todos aquellos que los
han manejado de cualquier manera [y] los vectores nunca han tenido la menor
utilidad para ninguna criatura”

(Reflexion y critica)

Punto de apoyo:

Llamaremos cuaternion 0 simplemente
hipercomplejos de Hamilton a una expresion de la
forma:Q=a+bi+cj+dk

4.3.2 Vector fila de n-componentes

Definicion 4.3.1: Se define como un conjunto ordenado de n nimeros de la forma

(Xl’ X2""Xn)

Vector columna de n-componentes

Xy X5,...X,,, Se denomina componentes de un vector

ERAVELEE

Vector cero, se denomina cualquier vector con cero componentes.
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Ejemplo 4.6:

a. (3,6)
4
b.
4
c. (3,-1,04)
0
0
d.
0
0

Los vectores se pueden aplicar en las actividades de la vida diaria. Por ejemplo

el duefio de una tienda de abarrotes ordena un pedido a uno de sus

proveedores 24 unidades de salsa de tomate Los Andes 390g, 12 unidades de

salsa Inglesa Gustadita de 170g,, 15 unidades de salsa china de soya Oriental

de 260g. 30 unidades de mostaza Gaggi 240g, las cantidades sefaladas se
24

12
pueden ordenar en un solo vector. El vector 15 indica el orden establecido del

30

pedido al proveedor.

Los vectores tienen componentes reales o complejas.
Es necesario considerar los siguientes simbolos:

R = conjunto de los reales

C = conjunto de los nimeros complejos

R" = conjunto de los n - vectores
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a,
C"=

an

C,

C,
C"=

c

Donde a;, es un numero real, también se puede sefialar:

Representa n- vectores, siendo ¢, un nimero complejo.

4.3.3 Igualdad de vectores

Definicion 4.3.2: Dos vectores columna o fila son iguales si y solo si tienen el

mismo numero de componentes y sus componentes correspondientes son

iguales.
al
2
a=
a

yb=| |sonigualessiysolosia =b,a,=b,, ..a,=b

4.3.4 Adicion de vectores

4.3.4.1 Propiedades de la suma de vectores

Conmutativa: Dados dos vectores del planoayb,a+b=b +a.

Asociativa: Dados tres vectores ay by c del plano, (a+b) +c=a+ (b +c).

Elemento neutro: Dado a, un vector cualquiera del plano,a+0=0+a =a.
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Es decir, el vector 0 es el elemento neutro de la operacién suma de vectores libres

del plano.
a1 1
a2 b2
Definiciéon 4.3.3: Sean los vectores a=| y b=| n- vectores, entonces la
an bn
suma es:
a, +b,
a, +b,
a+b=
a, +b,
Ejemplo 4.7: Sumar los vectores
2 1 3
4| +|3|=17
3 2 5

4.3.5 Suma y resta grafica de vectores

Para la grafica de vectores se utilizan los siguientes métodos:

a. Método de triangulo

Partiendo del fin o sentido del vector K, se dibuja el vector B con su igual
tamafio y direccion, el vector que parte del origen de A y completa el

triangulo, es el vector resultante: ﬁ = 7&+ §

Para la resta se suma el vector A con el negativo del vector B, esto quiere

decir que a continuaciéon del vector A, traza el vector B con el sentido
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contrario, se cierra el tridngulo partiendo del origen de A con el sentido del

negativo de B

Ejemplo 4.8: Dados los vectores, encuentre la resultante de A+B
V \
Solucion:

— —_ = —

>
Pu)
Il
T
w
/
’
’

R=A+B
Grafica 4.4: Suma y resta de vectores por el triangulo
b. Método del paralelogramo
Partiendo del mismo origen (O) se dibujan los vectores con su misma
direccion y sentido, luego se construye un paralelogramo con las paralelas
de los vectores A y B. El vector diagonal que parte el origen O, es la suma o

resultante ﬁ = K+ E

Ejemplo 4.9: Dados los vectores A y E, aplicando el método del paralelogramo,

encuentre la resultante ﬁ .

Grafica 4.5: Suma de vectores por el método del paralelogramo
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c. Método del poligono

La suma de vectores por el método del poligono consiste en ubicar uno a
continuacién de otro manteniendo el mismo tamafio, direccién y sentido, de

manera que el vector que cierra el poligono partiendo del origen del primer

vector con el sentido del ultimo vector es el vector R

Ejemplo 4.10: Encuentre el vector resultante dados los siguientes vectores

>
w!
Ol
4___
ol

Solucion:

w!

Grafica 4.6: Suma de vectores por el método del paralelogramo

4.3.6 Escalares

Escalares son magnitudes que se describen con un valor y una unidad.
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4.3.6.1 Multiplicacion de un escalar por un vector.

a1
a2
Definicion 4.3.4: Sea a=| |un vector y a un escalar, el producto es: «
a'n
oa,
oa,
a=|" como se observa la multiplicacién de un escalar por un vector es el
oa

producto del escalar por cada uno de las componentes del vector.

4.3.7 Vectores unitarios

Definicion 4.3.5: Son vectores tamafo unitario, tienen direccién y sentido de los

ejes (X, Y, Z) en el sistema de coordenadas, estan representados por I, ], K

-

(3] ==

i=(1,00); j=(0.10); k=(0,0,1)

4
i

v

Y

Grafica 4.7: Vectores Unitarios
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4.3.7.1 Vector unitario (1) de un vector P

A

Y

v

X

Z /

Grafica 4.8: Vector unitario 1
A= cos¢9xi+cos,0y j+cosd,k

4.3.8 Componentes rectangulares de un vector

Y

A

>~
v

Grafica 4.9: Componentes rectangulares del vector P

‘I_:;‘ = /P + P/ + P} ; Tamafio del vector

Cosenos directores
Y A

Grafica 4.10: Cosenos directores
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cos @, :%: P, =Pcosf, = 06, =arccos%

P P
cos 6, == P, =Pcosd, =6, = arccos —-
P P

cos g, :%: P,=Pcos8, =6, :arccos%

4.3.9 Producto escalar o producto punto de los vectores u y \7, dados en

forma trinomia
Dados los vectores U=Uu,i+u, j+u,k ; v=vi+v, j+v,k

El producto escalar es: uev=u,v, +U v, +U,V,

Ejemplo 4.11: Dados U=3i—2j—4z, v=4i+5] +3z. Calcular U eV

Solucion:

—

UeV=U,V, +U,V, +U,V,= (3).(4) + (- 2).(5) + (-4).3) = 12 - 10 - 12 =- 10

4.3.10 Producto escalar de dos vectores

Definicion 4.3.6: El producto punto UeV es equivalente al producto del tamafio

de los vectores multiplicado por el coseno del angulo que lo forman.

U eV = |U||V|.cOS @ = Escalar

N ‘_,

El producto escalar de vectores cumple:
- Silos vectores son perpendiculares, el producto punto es cero.
- Si los vectores son paralelos, el producto punto es igual al producto de sus
tamarnos.
- El producto escalar de un vector unitario por si mismo es igual a la unidad;

las otras combinaciones tienen un valor cero.
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Ejemplo 4.12: Calcular el angulo 6 que forman los vectores El:i+2];

€=—3i+4]
Solucion:
F oF, =|F|F,|coso 0 = arccos F_l,.l:?;
Fl F2
FeoF, =1(-3)+2(4)=-3+8=5; |F|F,|=V1+22./(-3) +4? =525 =55

6 = arccos —— — arccos(0,447213)

55
0 =63°265,95"

4.3.11 Producto vectorial de dos vectores
Definicion 4.3.7: el producto vectorial o producto cruz®, es equivalente al
producto del tamafio de los vectores multiplicado por el seno del dngulo que lo

forman. El sentido esta dado por la regla de la mano derecha o el sentido de avance

de un tornillo de rosca derecha, cuando giran de u hacia v.

Fuente: www.aulafacil.com/matameéticas - vectores
Grafica 4.11: Producto vectorial de dos vectores

Se expresa por:

-

u ®v=‘u v|.send

Coincidentemente U®Vv = A (area del paralelogramo formado por los vectores)
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La operacion cumple con la ley distributiva

El producto se puede resolver aplicando la matriz siguiente:

N T ¢
u®v=lu, u, u,
vV, VvV, Vv,

— —_

4.3.11.1 Producto vectorial con los vectores unitarios i; j; k

Es elemental considerar el producto vectorial o producto cruz de los

vectores unitarios como fundamento basico:

i ®i‘ =1.1sen0° =0

]®]‘ =1.1sen0° =0

K ®R‘ —1.1sen0° =0

Otros productos dan como resultado vectores unitarios perpendiculares:

—

i®]‘ ~1.15en90° =1..i® ] :E:‘]@i‘ =1.15en90° =1.. j ®i = -k

—

i@ﬂ ~1.15en90° =1..i ®K = ]:‘R@i ~1.15en90° =1 K®i=]

>

]®E‘ —1.15en90° =1.-.]®E=i:>‘[<’®]‘ ~1.15en90° =1 K® j = i

Conclusion: el producto vectorial de un vector unitario por si mismo tiene
un valor cero. Las otras combinaciones de productos, tienen como resultado
el tercer vector unitario, cuyo sentido esta dado por la regla de la mano

derecha.

238



Ejemplo 4.13: Calcular u ®\7, dados los vectores U =3i —i —4z y v=4i+ ] +3z.

Solucioén:
i j ok

u®v=[3 -1 —4=—3i—16]+3E—(—4R—4i+9])=—3i—16]+3E+4E+4i—9]=i—25]+7E
41 3

Se observa el proceso del calculo de la determinante de una matriz de tercer
orden, este estudio se realizarda con mayor detenimiento en matrices y

determinantes.

Ejemplo 4.14: Dados los vectores u=3i+ 4] y V= —4i, encuentre:

a. La grafica de los vectores

b. El dibujo de un paralelogramo y calcule su area.

Solucion:
’ / .
-6 -4 -2 0 2 4
Grafica 4.12: Paralelogramo formado por dos vectores
a UBV= ‘G V.send

6= arcseng =53°7°48,37"

u®v =(5)4)sen53°748,37™
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u®v=(5)4)0,8=16

UV =A
A=16

Ejemplo 4.15: Las coordenadas de los vértices de un triangulo son: A(3,5), B(-1,3)

y C(5,1). Previamente realizar la grafica y calcular:

a. AB

b. BC

c. CA

d. AB®BC

e. BC®CA

¢ AB®BC
2

g. Andlisis y conclusiones

6 A5

5

4
B(-1,3) ,<

2

1 C(5,1
2 1 0 1 2 3 4 5

@ Series1

Grafica 4.13: triangulo del problema 4.12

a. AB=(-1-3)i+(3-5)j=-4i—2]j

b. BC =(5+1)i+(1-3)j=6i—2]

c. CA=(3-5)i+(5-1)j=-2i+4]
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i K
AB®BC =|-4 -2 0/=12k +8k =20k =20

6 -2 0
i ] K
BC®CA=|6 -2 0|=24k—4k=20K =20
_2 4 0
AB®BC 20,4
2 2

. Dadas las coordenadas se ha encontrado las expresiones de los vectores de
A a B, de BaCyluego de C a A; para calcular el producto vectorial se ha
aplicado la matriz formada por los vectores unitarios y sus
correspondientes valores escalares de los vectores correspondientes. En la
respuesta del literal f, se encuentra la formula de la mitad del area del
paralelogramo formado por los vectores respectivos. En conclusion el area

del triangulo es:

_ AB®BC

A =10unidades cuadradas
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GUIA DE ESTUDIO 19

Objetivo
Estudiar los conceptos y caracteristicas fundamentales de las magnitudes escalares
y vectoriales para resolver problemas geométricos, algebraicos de la vida real en

forma analitica y grafica.

Actividades
Los ejercicios que se encuentran a continuaciéon deberan ser resueltos en forma

individual o en equipo de tres estudiantes, en el tiempo de trabajo auténomo.

1. Dados los vectores:

—

A N

1.1 Grafique aplicando el método del triangulo

w|

a. A+B
b. (A+B)-C
c. B-C
d. B+C
e. D-C

(A+C)-(6-D)

1.2 Grafique aplicando el método del paralelogramo

-

a. A+C

b. (A+DB)-C
c. A-C

d. D+C

e. —A-C
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& 7+(5+D)

h. (A+B)+(C+D)
i (B+C)+(C+D)
- B+C)+(c-D)
k (A-B)+[c-D)

1.3 Grafique utilizando el método del poligono

a. A+B+C
b. §+6+B
c. A+C+D

_ = - —

d A-C-B+D

e. A-C-B+D

2. Dados los vectores G=2i+3], \7=—3i+4], Vv=—2i—5] y B=5i—3].

Hallar:

o i

b. v

¢ fi

d. [p

e. U+v

f. ‘a+\7

6 fi-i

h ([G-v)-w

1. (G +\7)+ (B + W)
j- (60\7)+(Vv06)
k. U®v

—

u

-

vV
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m. Eldngulo &, formado por los vectores u y\7
n. Elangulo @, formado por los vectores B y w
o. Elangulo @, formado por los vectores u y W

p. Elangulo @, formado por los vectores v y _}5

. El producto ‘|®| , esigual a:
a. Cero
b. 1
c. -1
d j
. El producto ‘I ®] , esigual a:
a. k
b. 1
c. -1
d -k

. En el producto escalar de dos vectores, si los vectores son perpendiculares,

el producto punto, es:

a. 1
b. -1
c. Cero

d. Ninguna de las anteriores

. El producto escalar ]o ], es igual a:

a. Cero
b. -1
c. 1

d. Ninguna de las anteriores

. El producto escalar EO], es igual a:

a. -1
b. 1
c. Cero

d. Ninguna de las anteriores.
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8. El producto vectorial E@i, esigual a:

a. 1

b. i

c. 0

d. i

9. Dados los puntos A(3,5), B(- 1,3) y C(-2, - 5). Encontrar:

a. AB

b. BC

c. CA

d. AB®BC

e. BC®CA

f. Analice los resultados de los literales d y e. y saque conclusiones.

g. Calcule el area del triangulo formado por los puntos A, By C.

4.4 MATRICES
Los sistemas de ecuaciones anteriormente estudiados y analizados se puede
dar solucion aplicando matrices, mediante un ordenamiento de los
coeficientes de las variables, junto con ello en esta secciéon se tomara en

cuenta algunas de las propiedades de este importante tema.

Definicion 4.4.1: Una matriz es una disposicién de elementos en filas y

columnas que cumplen ciertas reglas.

Est4 denotado por:

a,, 4, Ay,

a a ..o a
A=|2 22 2n

a a a a

ml m3 mn
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Las matrices por lo general estdn compuestas por los nimeros reales R. La i-

ésima fila de A es representada por [a;, .. @,]o(l<i<m). La j-ésima

columna de A es

1< j<n)

El término i se refiere la salida y j la llegada, es decir i es la primera

componente y j la segunda componente del (i,j)

Ejemplo 4.16: Matrices

4 -3 1 5
2 4
3 2 -7°6 3 -7
A=(3 -1 4 B-= C= D=]-3 5 7 2
1 0 -2 3 4 2
0 1
4 2 1 0

La matriz A tiene tres filas y tres columnas, por lo tanto es de orden mxn, dénde
m=3 y n=3; la matriz B tiene cuatro filas y cuatro columnas o simplemente de
orden 4; la matriz C tiene dos filas y dos columnas o de orden 2x2 o de orden 2;

la matriz C tiene una fila y cuatro columnas, es decir de orden 1x4.

4.4.1 CLASES DE MATRICES

Las matrices se clasifican de acuerdo a su estructura en:
a. Matriz cuadrada

Definicion 4.4.2: La matriz cuadrada es aquella que tiene igual nimero de filas

y columnas, es decir m = n. la forma general es:
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QD

12 13

=
L o

o A= Ay, 22 Q3

a3l a'32 a33

b. Matriz idéntica
Definicion 4.4.3: La matriz idéntica I es una matriz cuadrada en la cual los
elementos de la diagonal principal son iguales a 1 y los elementos restantes son

iguales a cero.

Las matrices

1 000
1 00
10 0100
| = =0 1 0 | =
01 0 010
0 01
0 001

Son matrices idénticas de orden 2, 3 y 4 respectivamente.
c. Matriz nula
Definicion 4.4.4: Una matriz es nula cuando todos sus elementos son iguales a

cero.

Ejemplo 4.17: Matrices nulas

0 00O
0 00
0 00O
A=|0 0 O B=
0 00O
0 00
0 00O

Las matrices A y B son nulas. La notacién es 0,,,

Una matriz cero es al mismo tiempo es simétrica, antisimeétrica, nilpotente y

singular
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4.4.2 Transpuesta de una matriz

Definicion 4.4.5: En la matriz A (m x n) con elementos a, la transpuesta de A,

ij?
se denota por AT, es una matriz de orden (n x m) que contenga los elementos

a.. ; en otras palabras, es el intercambio de filas y columnas.

ij ’

Ejemplo 4.18:

4 3 4
4 -5 3 7
. -5 2 3
A=3 2 0 5 AT =
3 0 2
4 3 21
7 51

4.3.2.1 Propiedades
- Latranspuesta de la transpuesta de una matriz es el matriz origen.
(A7) =A

- Sean A y B matrices con elementos € a un anillo A y sea CeA,

entonces:

A+B) = A" +BT
(A+B)

(CA) =CAT
- Producto de matrices
(AB) =BTA'

- Si A es una matriz cuadrada cuyas entradas son numeros reales,

entonces:
A" A= es semidefinida positiva
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- Propiedades asociadas:

d. Matriz simétrica
Definicion 4.4.5: Una matriz es simétrica cuando cualquier par de elementos

simétricos respecto a la diagonal principal son opuestos se expresa por:

A=A
Ejemplo 4.19: Matriz simétrica,
0 2 3 0 2 3
A=2 1 4;A" =2 1 4
3 45 3 45

e. Matriz antisimétrica

Definicion 4.4.6: Una matriz antisimétrica es toda matriz cuadrada que
coincide con la opuesta a su transpuesta y los elementos de la diagonal
principal son nulos.

A=-A

Ejemplo 4.20: Matriz antisimétrica

0 1 -3 0 -1 3
A=|-1 0 4;-A"=[1 0 -4
3 -4 0 -3 4 0

Si los elementos de una matriz A son nimeros complejos y su transpuesta

coincide con su conjugada se dice que la matriz es hermitica.

AT=A, A=A =A

Y antihermitica
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Ejemplo 4.21: Matriz hermitica

2 4+ 3i
A= )
4-3i 1

4.4.3 Matrices iguales

Definicion 4.4.6:

Dos matrices m x n, A = [aijJ y B =[bijJ son iguales si coinciden entrada por

entrada; es decir a; = bij parai=1,2,3,...m;yj=1,2,3,...n.

Ejemplo 4.22:

Las matrices

>
I
w
(2]
o8]
I
=
~—

A=Bsiempreycuandoo=4;p=-5,q=2;r=6;s=5;t=5u=0

4.4.4 OPERACIONES CON MATRICES

4.4.4.1 Propiedades de las operaciones entre matrices

Las propiedades que se dan entre las operaciones matrices son las siguientes:

Propiedad de la suma y sustraccion de matrices.

Para sumar o restar matrices el orden m x n de ambas debe ser igual.

250



Si se suman las matrices A y B para formar una matriz resultante C, esta tendra
el mismo nimero de filas y columnas de A y B. los elementos de C se obtienen

sumando los correspondientes elementos de A y B.

Ejemplo 4.23: Dadas las matrices.

2 5 -5 3 1 3 -5 6
A=1 0 4 -2 B=|13 2 0 -
5 2 1 5 31 2 2
a. SumarA+B
b. Restar A-B
3 8 -10 9
a. A+B=|4 2 4 -3
8 3 3 7
1 2 0 -3
b. A-B=|-2 -2 4 -1
2 1 -1 3

Propiedad de la suma de matrices

- SiAy Bson matrices de orden m x n, entonces A+ B=B + A

Se cumple la propiedad conmutativa.

- SiAy Bson matrices de orden m x n, entonces A+ (B+C)=(A+B)+C

Cumple la propiedad asociativa.
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- Toda matriz A de orden m x n sumada a la matriz nula mon es igual a la

matriz A.
Cumple la propiedad de identidad

- Dada una matriz A de orden m x n, existe una matriz B de orden m x n tal que

A+(-A)=0

mn

Cumple la propiedad opuesta

Multiplicaciéon por escalares

El escalar es un ndmero real. La multiplicacién por escalares de una matriz es la
multiplicacién de ésta por un escalar. Por ejemplo si k es un escalar y A es una

matriz de orden 3 x 2, entonces

2 3 |2k 3k
kA=kl4 O=|4k O
1 20 |k 2k

El producto interno

Definicion 4.5.7:

A=la, a, . . a,|yB=

b

ml

Entonces el producto interno A.B =a,,b,, +a,,b,, +...+a,,b;

La definicion nos lleva a conocer tres casos:
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a. El producto interno se define cuando las filas y columnas contienen el

mismo numero de elementos.

b. El producto interno resulta cuando una fila se multiplica por una columna y

el producto es una cantidad escalar.

c. El producto interno se calcula multiplicando los elementos

correspondientes de las filas y columnas mediante una suma algebraica.

Ejemplo 4.24:

AB=(4 - 3)‘2‘ = (4)5)+(-3)4)=8

4
ST=(1 3 5 6)_27=(1)(4)+(3)(—7)+(5)(2)+(6)(0)=4—21+10+0=—7

0

Multiplicacion de matrices

Definicion 4.4.8: Sea una matriz A = [aijJ de orden m x n, y una matriz B = [bijJ de

orden n X p. entonces se dan las propiedades de las matrices:

L. El producto A.B se define si y sélo si el nimero de columnas de A es

igual al niimero de filas de B, o bien n = n

II. Si la multiplicacion se realiza, el producto resultante serd una

matriz de orden m x p.
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La primera propiedad de la multiplicaciéon establece la condiciéon necesaria y

suficiente de la multiplicacién de matrices. Si n=n, no es posible multiplicar

matrices.

Prueba de la condicion
necesaria y suficiente

(m x n) | (nxp (mxp)

Ejemplo 4.25: Sean las matrices

-2 4
3 1 4
= B= 3
-1 2 5
1 5

17 27

(3)-2)+@W5)+(4)1)  (3(4)+(f3)+ (4)(5))‘
(-1X2)+(2)5)+ (X))  (-1)4)+(2)3)+(5)5

_‘3 35‘

A.B:‘

Segun la propiedad enunciada anteriormente, la matriz resultante es C de orden

2x2

En la multiplicacion de matrices el producto A x B+ B x A. Por lo tanto no se da la

propiedad conmutativa.
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4.4.5 Producto interno y la representacion de una ecuacion

El producto interno es aplicado en la representacion de una ecuacion. La expresion

3X, —9X, +4X; —2X,

Al representar como producto interno

La fila contiene los coeficientes de las variables y la columna contiene las variables.
Al multiplicar las dos matrices el resultado es la ecuacién original. Si la ecuacion

tiene término independiente 20, el producto interno es igual a 20.

x

(3 -5 4 -2

X X X
[

En forma general la representacion de la ecuacion esta dada por:

X, +a,X, +aX; +...+a,X, =b
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En forma matricial es:

(&, a, a, a,) |=b

X4

En resumen: las ecuaciones en forma unitaria se pueden representar mediante el

producto interno

4.4.6 Representacion de sistemas de ecuaciones

Un sistema de ecuaciones se representa mediante la multiplicacién de matrices.
Ejemplo 4.26: Dado el sistema de ecuaciones representar en matrices:

4x, —5x, =10
3%, —2X, =8

Por medio de matrices el sistema es:

4 -5
3 -2

Xy
8

110
X, B

Al realizar la multiplicacién en el primer miembro, el resultado es el sistema
formado por los coeficientes y las variables. De este ejemplo se puede deducir la

forma general de un sistema de ecuaciones (m x n).

El sistema
A, X, +a,X, + 83X +..F A, X, =b;
Ay Xy +8yX, +8yeXg +.+ Ay X, =D,

A X, + 8, X, 85X+ + A X, =D

m
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Este sistema se puede resumir; Ax = B

Donde A es la matriz formada por los coeficientes de las variables, x esta

constituida por la columna de n elementos variables y B es una columna que

contiene m elementos (constantes). Para mayor ilustracion:

all alZ al3 oo a1n Xl bl
a21 a22 a23 oo a2n X2 b2
am1 a‘m2 a'm3 oo a‘mn Xn bm

4.4.7 Sistema de ecuaciones lineales y matrices

Ejemplo 4.27: Representar en forma matricial el sistema:

2X - X,+3%x, =10
3X +2X,- X3-5X%X,=5

X;-3X%,-2x,=1

Representando en la forma matricial Ax = B

Xy

2 -1 0 3 10
X,

3 2 -1 -5 = |5
X3

1 -3 0 -2 1
Xy

Numero infinito de soluciones como solucion particular de un sistema no

homogéneo mas soluciones del sistema homogéneo. Grossman, S. Algebra

Lineal. Ejemplo 2. Pag. 66

X+2X, = X; =2
2X, +3X, +5X; =5
— X% —3X, +8%x; =-1
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1 2 -12 1 2 -12
2 3 5|5 |fl1*-2ysumando f2; fl sumandoaf3=|0 -1 7|1
-1 -3 8[-1 0O -1 71

Luego f2* -1 y sumando a f3; f2 * 2 y sumando a f1

1 0 134
0O -1 71
O O o0

Se observa que hay un numero infinito de soluciones. Haciendo x3 = 0 (cualquier
otro numero seria igualmente apropiado, se obtiene x1 = 4 y x2 = - 1. Por lo tanto,

una solucion particular es xp = (4, - 1, 0)

Al reducir por filas el sistema homogéneo asociado se llega a

1 O 130
O -1 7|0
O O 0|0

En consecuencia, todas las soluciones del sistema homogéneo asociado satisfacen

X, =—=13X;, X, =7X%,

O bien X, = (X, X,, X3) = (—13X;,7X5, X53) = X5(—13,7,1), Por lo tanto, cada una

de las soluciones se pueden escribir como

X=X, + X, =(4,—10) + X;(-13,7,)

Para un valor apropiado de x3 = 0 da la solucién (4, -1, 0), mientras que x3 = 2 la

solucién es (-22, 13, 2)
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GUIA DE ESTUDIO 20
Objetivo
Evidenciar aprendizaje de definiciones, propiedades, operaciones de matrices y

resolucion de sistemas de ecuaciones.

Actividades
Mediante talleres dentro y fuera del aula, resolver los ejercicios que se dan a

continuacion:

1. Dadas las matrices

2 1 3 -1 -2

1 -10 3 ~2 4
2 -5 -1 3 2 4 0
A=[3 2 2 -5 B= C=|5 5| D=
3 -2 3 0 -2 1 -3
1 -3 4 -2 -2
0 -5 2 1 5
1 -2 5 3
2 -3 1
- F={3 3 2 -5
5 -2 4 ,
0 -3 5 -1

1 1 4 -1 -2

-3 4
-1 0 2 3 O 3 -5
G= H= I=|5 7
2 0 -2 1 -3 7 -4
2 =2

0O -5 3 1 -2

Efectuar las operaciones siguientes si es posible:

a. A+C
b. A+F
c. D+G
d. B+H
e. C+1
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g. A-F
h. D-G
i. B-H
j.  A*F
k. G*D
l. E*C
m. E *I

2. Escriba en forma matricial los siguientes sistemas:

a. 2x+3y=5
3x-5y=0

b. 2x-4y+5z=3

c. 3x-2y+z=0
x+3y+2z=2
-3x+2y-2z=3

e. 2x-4y+z-3w=-2
X +2y -3w=3

3y-2z+w=-1

2x +3z-2w=0

3. Encuentre la transpuesta de cada una de las matrices dadas en el ejercicio 1

4. de su propia creacion escriba las matrices que cumplan la condicion

siguiente:

a. A(B+C)=AB+AC
b. (A+B)T=AT+BT

5. El producto interno de la ecuacién 6 =3x, —4x, —5x;, es:
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b. -5
c. 4
d 6

6. Una matriz antisimetrica es toda matriz cuadrada que coincide con la

opuesta a su transpuesta y los elementos de la diagonal principal son:
a. Positivos

b. Negativos

c. Nulos

d. Ninguna de las anteriores

4.5 DETERMINANTES

Definicion 4.5.1: Dada una matriz cuadrada, la combinacién de sus elementos son

calculados para obtener un nimero real. La notacion esta dada por |A| que se lee

“la determinante de A”.

Hay distintas formas para calcular la determinante de una matriz, dependiendo de

su orden.
Ejemplo 4.28: La determinante de una matriz (1 x 1).

La determinante de una matriz 1 x 1 es el valor contenido en la matriz. Si A = (4),

|A =4.5i B=(6),|B|=6

La determinante de una matriz (2 x 2)

En la matriz
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A
SIS
La diagonal principal (o positiva) esta formada por los elementos a,, y a,,; la

diagonal secundaria (o negativa) por los elementos a,, y a,,. La determinante de A

es igual al producto a,; . a,, menos el producto a;, . a,,. 0 sea

|A| = -9y, - ,.9,

Ejemplo 4.29:

5 7
A:

A =(5)(4) - (7)(-6) = 20 + 42 = 62

Determinante de una matriz (3x3) o de orden 3

En la matriz

a, &, aj
A= Ay Ay Ay
d;; dz A,

Uno de los procesos es el siguiente:
1. Se aumenta las dos primeras columnas a la matriz original.

2. Se identifican tres elementos en las tres diagonales principales (+)

(D,, D, YD)y los tres situados en las tres diagonales secundarias (-)

(dlvdzyds))

11 Qp A37 &0 4y,
|A| =@ Qy Ay Ay Ay

a31 a32 a33 a3l a32

T T
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-) () () oo+
3. Se multiplican los tres elementos en cada diagonal principal y en

cada diagonal secundaria.

4. La determinante es igual a la sumatoria de los productos de las tres
diagonales principales menos la sumatoria de los productos de las

tres diagonales secundarias.

La expresidn algebraica de la determinante de la matriz de tercer orden es:

|A| = 81185,a33 +8,,8,385; + 8,385,835, —81,8,,833 — 8;8y383, — 385,85,

PUNTO DE APOYO

Para encontrar la determinante de la matriz de tercer orden
también se puede agregar las dos primeras filas verticalmente a
la matriz original y luego se siguen los pasos 2, 3 y 4 del proceso
anterior.

Otra forma de solucidn es la siguiente:

A 4 a.-'i"Z'u.,."als &1 8, dg
A= az.;’" a,, Ayl A=la,, a,, a,
agt as\ai / 85, g

+ o+ o+ - - -

Se multiplican los elementos en forma triangular en algunos casos, observe la

diagonal principal formada por a,, . a,,, éstos son multiplicados por a,,, el
resultado es +(a,, a,;8;); la segunda diagonal principal es el producto
+(a;; a,, ay5); la tercera diagonal principal se completard en forma triangular, el

producto es +( a,, a,, a;5).

El mismo procedimiento se realiza con los elementos de las diagonales

secundarias, la primera diagonal secundaria es el producto triangular -(a,, a,; a,;),
la segunda diagonal secundaria es el producto -(a,;a,,a;,); la tercera diagonal

secundaria es el producto -(a,, a,, a,,).
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La determinante es la sumatoria de todos los productos. (Considérese la propiedad

conmutativa de la multiplicacién “el orden de los factores no altera el producto”).
|A| = 81185,a33 + 81,8535, + 8,385,835, —81,8,,833 — 8;8y383, — ;385,85

Ejemplo: 4.30:

5 8 9
B=l4 -7 0
6 3 2

B[ = (5)(-7)(2) + (8)(0)(6) + (9)(4)(3) - (8)(4)(2) - (5)(0)(3) - (9)(-7)(6)
=-70+0+108-64+378=352

Para el estudiante, el mismo ejemplo resuelva aumentando verticalmente las dos

primeras filas; lo mismo la resolucién en forma triangular.

PUNTO DE APOYO

Las determinantes de matrices cuadradas de
segundo y tercer orden estudiadas hasta ahora
tienen estos procedimientos, no es posible
aplicar estos métodos en matrices de cuarto,
quinto 0 mas oOrdenes, 0 sea 4x4, 5x5, etc.
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4.5.1 Matrices menores y Cofactores

Sea la matriz

o]

a; ad, aj;
A=[aij]: d,; ady ady

a31 a32 a33

Una matriz menor de la matriz A = [aij J, es la determinante de una matriz cuadrada

de segundo orden que queda después de que la fila i y la columna j sean

eliminadas. Se denota por [M i J Para mayor claridad encontremos la matriz menor

[M 11] de [all]

dy, Ay 8y g

M, = ; la matriz [Mlz] esta dada por M, =

a32 a33 31 a33

Por lo tanto la determinante de [Mn] = 8,,85, —Ay385,, Y [Mlz] = 8,853 — 8y58,,

Cofactores

El cofactor de un componente a; se denota por A;,y esta definido por
Aij = (—1)i+j Mij
Ejemplo 4.25: El cofactor A23 esta dado por:

all a12

Ay = (—1)2+3 My, =—

31 a32

Con estas definiciones se puede encontrar la determinante de la matriz de tercer

orden A
|Al =a;M,;; —a,M,, +3,;M,;, o también |A| =a,;,A; —apA, HasA,

a a
+ay, 21 22

31 a32
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Ejemplo: 4.31:

2 35
B=|-5 4 3
6 4 2
4 3 |-5 3 |-5 4
B|=2 -3 +5 =2(8-12)-3(-10 - 18) + 5(-20 - 24)
4 2 16 2 |6 4

= 2(-4) - 3(-28) + 5(-44) =- 8 + 84 - 220 = - 144

4.5.2 Propiedades de las determinantes

Propiedad 1. Si todos los elementos de una fila o columna son cero, el valor de la

determinante es cero.

Ejemplo 4.32:
0 0 12 4 037
[A]=|-5 4 3=0; [B]=l0 0 o0|=0; [C]=l0 4 3=0
6 4 2 6 4 2 0 4 2

Propiedad 2. Si se intercambian dos filas o dos columnas cualesquiera, el valor de

la determinante cambia de signo.

Ejemplo 4.33:

[Al=

N P DN
o W w

1
4=12+24+0-6-0-6=24
2

Si intercambiamos la primera fila con la tercera

[a]-

N P DN
w w o

2
4=6+0+6-12-24=-24
1
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Propiedad 3. Si se intercambian todas las filas y todas las columnas el valor de la

determinante es el mismo.

Considerando el ejemplo anterior e intercambiando las filas por las columnas

=6+6+0-12-24-0=-24

[a]-

N O DN
A W
P W N

Propiedad 4. Si se multiplica un nimero cualquiera a una fila o columna y este

producto se suma a otra fila o columna el valor de la determinante no altera.

Siguiendo con el ejemplo anterior

2 20)+1 2 2 7 2
[A]=10 03)+3 3=/0 3 3=6+42-12-60=-24
2 23)+4 1 2 10 1

Propiedad 5. Si todos los elementos de una fila o columna se dividen por una

constante, el valor de la determinante queda dividido por dicha constante.
El lector escriba un ejemplo y demuestre esta propiedad

Propiedad 7. Si dos filas o columnas son iguales el valor de la determinante es

cero
2 41

[A]l=[1 5 3=10+24+4-10-24-4=0
2 41
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4.5.3 Trasformacion de una matriz de cuarto orden a una matriz menor de

tercer orden.

Ejemplo 4.34:

N O W N
P NN W
O O b
w N -

Solucion

Primer paso. Se identifica una fila y una columna en cuya interseccion tenga la

unidad; en el caso que nos asiste, se toma la segunda fila y la cuarta columna.
Segundo paso. A la cuarta columna se denomina columna base.

Tercer paso. Se sefiala en un recuadro la fila dos para anular los elementos 3 y 2
aplicando la propiedad 4. Se multiplica por - 3 los elementos de la cuarta columna

y este producto se suma a la primera columna. La matriz es:

D(-3)+2 3 4 -1 |5 3 4 -
o |OCE)+3 2.0 1] j0 20 1
2(-3)+0 2 1 2| |-6 2 1 2
G)(-3)+2 1 0 3| |-7 10 3

Multiplicando - 2 a los elementos de la columna base y sumando a los

correspondientes de la columna 2, se obtiene

5 ((-2)+3 4 -1 |5 5 4 -
0 @2+2 0 1| |0 0 0 1
6 @(2)+2 1 2| |6 —2 1 2
7 @32+l 0 3| |-7 -5 0 3

Aplicando el factor A24, se elimina la segunda fila y la cuarta columna, el cofactor

es positivo que 1 estdeni=2yj =4, entonces
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5 5 4 |5 &5 4
B=1-6 -2 1l=-6 -2 1
-7 -5 0 -7 -5 0

De esta manera se ha transformado en una matriz menor o matriz de cofactores

M 2.4
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GUIA DE ESTUDIO 21

Objetivo

Reforzar la teoria - practica del calculo de las determinantes para el aprendizaje

duradero en el campo matematico.

Actividades

Cada uno de los ejercicios debe ser realizado en forma individual, en el caso de
alguna dificultad consulte con uno de los compafieros de aula. Esta guia es parte

del trabajo auténomo del estudiante.

1. Encontrar la determinante de las siguientes matrices:

a. A=l
b. B=[a
c. A=[5
d N=|-§
-
e. M=
5 -4
-2 4‘
f. T=
-7 3
s[4 5
& 76 8
6 10‘
h. R=
5 -7
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7 8 5
i. A=1 7 2
2 6 0
-8 -1 0
i, C=|6 2 0
5 3 0
9 -8 4
k. B=]3 9
5
1 -5 -7
. D=3 9 3
1 3 1

2. Reunase con dos compafieros de aula y escriba cada uno una matriz de
cuarto orden que tengan las siguientes caracteristicas: dos filas o dos
columnas iguales, aplicando cofactores transforme a una matriz de orden

tres y encuentre la determinante.

3. Encuentre todas las matrices menores en los ejercicios desde el literal j

hastal

4. Dadas las matrices de cuarto orden, transformar en matrices de tercer

orden y calcular la determinante:

2 1 -2 3 1 -10 2
0 -2 3 1 _[2 0 2 1
ATl 1 0 2'BTLs 2 2 g
2 1 -1 0 2 13 -
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Facetas

Después de leer conteste ;Sabe de otras etapas del proceso de investigacion? ;Las
etapas de la presente lectura son pertinentes para realizar un trabajo aplicado a

matrices y determinantes?
EL PROCESO DE LA INVESTIGACION

Gonzalez S. et al (1996) con relacién al proceso de investigacidn manifiestan:
Lourdes Munch, considera que la investigacion es un proceso que se compone de
varias etapas o fases sucesivas que se realizan con un cierto orden. El proceso
posee cierta flexibilidad de acuerdo con los fines concretos que se persigan; de este
modo, existen multiples modelos, pero existen fases comunes al proceso de

investigacion que en forma resumida son:

1. Planteamiento del problema. Es la definiciéon del objeto de estudio y sus

limitaciones.

2. Marco tedrico. Con base en la investigacion bibliografica se fundamenta la

teoria que sustentara la investigacion.

3. Formulacion de hipétesis y variables. Consiste en establecer la respuesta
tentativa al problema y las relaciones causales entre el fendmeno y sus

partes, con la consecuente operatividad de las variables.

4. Comprobacién de la hipoétesis. Se aplican las técnicas de investigacion
bibliografica y de campo asi como la recoleccién y procesamiento de la

informacion a fin de verificar la hipotesis.

5. Analisis e informe de resultados. Es el estudio de la informacién
mediante procedimientos estadisticos e interpretacion de los resultados. Se

elaboran las conclusiones y se redacta el informe.

6. Propuesta de solucion al problema. Consiste en elaborar un documento
con su propia estructura para dar solucién al problema de estudio.

(pp-73,74)
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ESQUEMA DEL PROCESO

o
Definicigh del problema Obsiervauon

Formula@én de hip6tesis

Investigagi()n documental

. Comprobacién o rechazo
Marco tegrlco

de la hipotesis
Investigation de ca

4.5.4 La inversa de una matriz

En la multiplicacién de los reales, el inverso multiplicativo de n es 1/n; el inverso

de 5 es 1/5, el producto de ellos es igual a 1, denominado elemento idéntico.

En las matrices se da un caso parecido con algunas matrices cuadradas. La relacién

de una matriz A y su inversa A1 o0 1/A es igual a la matriz idéntica, asf:

1= A-1A —
AAT=ATA=1 Punto de Apoyo

Para ser una inversa una matriz, ésta tiene que ser
cuadrada.

- La inversa de una matriz A es cuadrada y del
mismo orden.

- No toda matriz cuadrada posee una inversa.

4.5.4.1 Matriz inversa de segundo orden

Ejemplo 4.35:

2
3‘ determinar una matriz B, si existe, con la propiedad de que AB = BA
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Solucién

Denotando por B = ‘ P
r

y s para los cuales

4 2
-1 3

P q
rs

:

igualdad

Ap+2r 4q9+S
—-p+3r —p+3s

s=0,-q+3s=1

queremos determinar, si es posible, los valores de p, g, 1,

; multiplicando las matrices del primer miembro de la

10
0 1‘ Considerando la igualdad: 4p + 2r=1,-p + 3r=0, 4q +

Resolviendo los sistemas de ecuaciones: p = 3%; q = -2/14; r = 1/14 y s = 4/14,

sustituyendo en B tenemos:

3 2 3 2
_114 14 -1_114 14
Sl FU N L F Y

14 14 14 14

Se pide al lector realice la operacion AB=1y BA =1

Entonces AA-1 =1

De esta manera se puede calcular la férmula para encontrar la inversa de una

matriz cuadrada de segundo orden que se da a continuacién

Dadas las matrices

a'l 1 al 2

A B

a21 a22

P9
r s

= A1 | =

10
01
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Por definicién AA-1 = I. Sustituyendo tenemos

a, a, |p q |1 0
a, ay,l |r s/ 0 1

a,p+a,r a,q+a,s) 1 0

= igualando los términos correspondientes
8, P+85, ay0q+a,s] [0 1

se obtiene los sistemas de ecuaciones

a,p+a,r=1 a,q+a;,s=0
Ay P+ay, = 0; a,,q+a,,s= 1

Resolviendo los sistemas de ecuaciones

—a —a a
p= a,, ;= 12 r = 21 'S = 11
a8, — 8,8y a,18,, — 83,8y, a,18,, — Q3,8 a,,8,, —a;,3,;

Sustituyendo los valores en A-1

a,, —a,
a —
A118y, — 85,8y, 81385 — @38y = 1 22 a12 por lo tanto
Eor?! 8y 8;,8,, — 8,3, [~ 8y a,
A;18y, — 8,8y, 8418y, —8;,8y;

4 1)a . . . .
A 2 2| Constituye la formula para calcular la inversa de una matriz

B W —ay a,

de segundo orden.
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Ejemplo 4.36:

Encontrar la matriz inversa de

2 7
3 5
Para aplicar la formula es necesario conocer la determinante de la matriz

B|=2x5-7x3=10-21=—-11

Sustituyendo en la férmula el valor de la determinante, el intercambio de los
elementos de la diagonal principal y el cambio de signos en la diagonal secundaria,

se obtiene

5 7

gt L% “N_ 11 o1
111-3 2| |3 2

1 1

Para verificar se multiplica la matriz B por su inversa B-1 y el resultado de ser una

matriz idéntica de segundo orden. Para mayor ilustracion se procede a realizar la

operacion.
2 7(-5/11 7/11
3 5/|3/11 -2/11

5 3 7 2 15 15 21 10| | 1
R R —_ —_— __+_ [ —
3( 11J+5(11] 3(11]“{ 11) 11 11 11 11

Otro proceso para encontrar la inversa de una matriz de segundo orden es la

1) \11) 11 %) ETRETRETRRT] _‘1 0‘

reduccion gaussiana.
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El procedimiento es:

1. Ala matriz A se aumenta una matriz idéntica QA|I )

2. Se utilizan operaciones en las filas de toda la matriz aumentada de forma

que la matriz A se transforma en una matriz idéntica. La forma resultante es
(1})

De esta manera la inversa de la matriz esti a la derecha de la linea vertical.

Ejemplo 4.37: Aplicando la transformacién gaussiana encontrar la inversa de la

matriz:
2 5
A:
1 4
Solucion:
2 510
3 4.0
1 211 g
21 2 | Sedivide por 2 ala primera fila
3 401
1 21l
% E 2 3 ,la primera fila se multiplica por - 3 y se suma a la segunda fila
0 ——i-= 0
2.1 2
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p 51 2
2 | 2 , se multiplica — = ala segunda fila
! 2 7
0 1= —=
7 7
1022 .
| 3 7 Z , multiplicando —3 a la segunda fila y sumando a la primera fila
0 1:>2 =
V7 7

De esta forma la matriz inversa es:

>
T
I
|
Nlw_ g~
b o
\l||\)

Para comprobar se multiplica A por A1y el resultado debera dar la matriz idéntica.

Se pide al lector que realice la verificacion.

4.5.4.2 Adjunta de una matriz
La adjunta de una matriz es la transpuesta de los cofactores, en la que cada

elemento de la matriz es sustituido por su cofactor o adjunto.

Para encontrar el adjunto del elemento hay que considerar a;:

Sii+jes par el elemento adjunto tiene signo +

Sii+jesimpar el elemento adjunto tiene signo -.

Dada la matriz:

&, 8,

A=|a,, a,, Aa,,, paraencontrar laadjunta se procede a encontrar:
a'31 a32 a33
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a22 a23
a32 a33
8, a3
a32 a‘33
8, A
a22 a23

CoA=|-

a22 a23
a32 a33

(CoA) =|-

a21 a'22
a‘Sl a‘32

aZl a23

a‘3 1 a‘33

a'21 a'23 a21 a22
a'31 a33 a3l a'32
Q; Ay (A &,
aSl a33 a31 a‘32
a11 a13 ail a12
a21 a23 aZl a22
B PR T B PP
a32 a33 a22 a23
o sl A A d (adjunta de una matriz)
8y 8y 8p1 s
A @] |An &,
a‘3l a32 a'Zl a‘22

Ejemplo 4.38: Calcular la adjunta de la matriz:

2 3 1
A=|-3 1 0
4 -1 2
Solucion:
‘1 o‘ ()(—3 0‘ ‘—3 1
-1 2 4 214 =Y\, o _
3 1 2 1 2 3
CoA = |- - =|-7 0 14
-1 2 4 2 4 -1 L 3 11
31 2 1 2 3| T
10 -3 0 |-31
2 -7 -1
(CoA) =|6 0 -3
-1 14 11
2 -7 -

a'=603

-1 14 11
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La multiplicacién de la matriz A por su adjunta, el resultado es el producto de la

determinante de A por la matriz idéntica. En este caso el procedimiento es:

2 3 12 -7 -1
Aa=1-3 1 06 0 -3
4 -1 2-1 14 11

2(2)+3(6)+1-1)  2(-7)+3(0)+1(14)  2(-1)+3(-3)+1(11)
=| -3(2)+1(6)+0(-1) —-3(-7)+1(0)+0(14) —3(-1)+1(-3)+0(11)
42)+(-1)6)+2(-1) 4(-7)+(-1(0)+2@14) 4(-1)+(-1)-3)+2(11

4+18-1 -14+0+14 -2-9+11] 22 0 O 1 0 0
=-6+6+0 21+0+0 3-3+0 |=|0 21 O :|2140 10
8-6-2 -28+0+28 —4+3+22 |0 0 2 0 0 1

PUNTO DE APOYO

Multiplicar la matriz por su adjunta d , el resultado es una matriz
escalonada por filas reducida. La diagonal principal esta formada por
el valor a de la determinante de A

4.5.4.3 Matriz inversa de tercer orden

Para encontrar la inversa de tercer orden se puede aplicar cofactores o el método

gaussiano

Ejemplo 4.39: Aplicando cofactores encontrar la inversa de la matriz:

o

Il
N P W
oW
g b~ O
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Solucioén:

‘3 4‘ ‘1 4‘ ‘1 3

15 2 5 21| 4 3 _s
1 0 3 0 3 1

CoB =|- - =-5 15 -1
15 |25 2 1 4 12 8
10 30 [31 B
3 4 1 4 1 3
11 -5 4

(CoB)' =|3 15 —12|=a(Adjunta)
-5 -1 8

3 1 011 -5 4
1 3 43 15 -12
2 1 5-5 -1 8

ER
= =
+ +
w B
w w
N—
+
(e)
—_

33+3+0 -15+15+0 -12+12+0 36 0 O
11+9+20 -5+45-4 4-36+32(=|0 36 O
22+3-25 -10+15-5 4-12+40 0 0 36

La determinante de B es 36

Por lo tanto

3¢ 0 0 100
Ba={0 [36 0f; Ba=[36/0 1 0
0 0 |36 001
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De esto se puede afirmar que B.a = |B

11

B'=

s8]

-5
15
-1

-12

36
12

36

36

, de donde:

“_\@Il—\

(Qll\)w

Para su verificacién hay que multiplicar B.B™, el producto resultante es una matriz

idéntica.

Se pide al lector que realice la operacion para comprobar lo expuesto. Para

fortalecer el conocimiento, se solicita encontrar la inversa por el método

gaussiano.
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GUIA DE ESTUDIO 22

Objetivo
Evidenciar conocimiento de matrices en el calculo de la adjunta y la inversa de una

matriz cuadrada de segundo, tercer y cuarto orden.
Actividades
Durante el tiempo destinado para trabajo auténomo, resuelva los siguientes

ejercicios:

1. Aplicando el proceso gaussiano calcule la inversa, si existe en las matrices

siguientes:
2 -1
a) A= ,
3 -2
4 -5
b) B= )
5 0
-5 3
c C= ,
‘—2 1
0 3
d D=
2 4
31 4
e) E= 3 -7
2 4 0
-4 2 4
) F= 1 0
1 -4
6 -6 1
gf M=4 5 -2
1 2 3

2. Por el método de los cofactores (adjunta), determine la inversa de las

siguientes matrices:
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~1 4

3

4

-5 7
6
-15 21

3

A

a.

1 8 2 3
0 101
1 0 3 2

-3 30

-7 1 6

5

b. B=2 0

g G=/4 0 2

-3 1
31|, es:

2

3. Laadjunta de la matriz A=|-1 2

0

4

-8
-12

-2 11

~6
-7

a=|-3

1

-11

-1
-7
1

-2 -3
-6
-12

b. a=|11
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-2 3 -1
c. a=/11 -6 -7
-8 -12 1
-2 -3 1
d a={11 -6 -7
-8 -12 1

2
4. Lainversa de la matriz A=‘ 3 4,es:
211
21 _| 13 13
a. A = i 2
26 26
11
1 _|13 13
> AEE s
26 26
2 1
41 _ |13 13
c. A _i i
26 26
2z 1
4 _113 13
d A __i i
26 26
2 0 -2
5. Lainversadelamatriz B=|-1 1 -3,es:
3 2 1
11
24 6 12
a. B'=|-3 3 3
25 11
24 6 12

285



286



Facetas

PLANEACION TRADICIONAL Y PLANEACION ESTRATEGICA

Con el fin de tener presente los conceptos de planeacion tradicional y planeacion

estratégica, Chamba M et al. (1997), presentan el siguiente cuadro comparativo:

Punto de observacion

Planeacion Tradicional

Planeacion Estratégica

Origen Antes de 1970 A partir de 1975

Valor apreciado Eficiencia Eficiencia

Sistema Cerrado Abierto

Proceso Deductivo Inductivo

Medio ambiente Estable Cambiante

Medio ambiente Interno Externo

Informacion Cuantitativa Cuantitativa
Cualitativa

Periodo Largo y discontinuo Mediano y corto plazo
Descentralizada e
integrada

Estructura Centralizada y paralela Cuestionada

Adquirida Evolutiva

Sobrevivencia Determinista Multiples decisiones

Finalidad Plan Decision actual a partir de
futuro

Producto Decisiones para el futuro

Cuadro basado en las ideas de Robert Cone y de Suzane Feenev (p.148)

Analice cada uno de los puntos de observacion en forma matricial y comente sobre

trabajos realizados para determinada asignatura.

287




4.6 Resolucion de sistemas de ecuaciones mediante matrices

Los sistemas de ecuaciones se pueden representar con matrices aumentadas, para
luego aplicar el procedimiento gaussiano y encontrar los valores de las incdgnitas,
en otros términos se considera algunas propiedades de la determinante de una

matriz.

Ejemplo 4.40: Considere es sistema de ecuaciones

3x+2y=2 (1)
x-3y=1 (2)
Solucion:
Intercambiando las ecuaciones, escribiendo los coeficientes en una matriz

cuadrada y los términos independientes en una matriz aumentada, se obtiene:

1 -3 1 -3:1 o _ ,
3 2 ':2 = e multiplicando la primera fila por - 3 y sumando a la

segunda fila

1 -3!1
=0 1 ii , dividiendo la segunda fila por 11
11

8
11
BES

111

10

multiplicando por 3 la segunda fila y sumando a la primera
01

fila

8 1 . . 8 1
X=—; y=——.Porlo tanto, el conjunto soluciéones | —,——
11 11 11 11
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Verificacion

Sustituyendo los valores en las ecuaciones

3 E +2 —i =2:>%—3:2:>g=2:>2:2
11 11 11 11 11

— -3 L :1:>§+3:1:1—1:1:1:1
11 11 11 11 11

Otra forma de verificacion es utilizando la regla de Cramer

2 2

X:‘l —3‘:—6—2:—8 8
3 2| -9-2 -11 11
-
3 2
‘1 1‘ 3-2 1

YT Tn T uTn

Ejemplo 4.41: Por el proceso gaussiano resolver el sistema de ecuaciones:

3x-2y+2z=1 (1)
2x+3y-z=2 (2)
Xx+y-2z=-1 (3)

Solucion:

3 -2 2|1} 1 1 -2-
2 3 -112|=|2 3 -1j2|,intercambiando la primeray tercera filas
1 1 -2 3 -2 2|1
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— 92—

3 Multiplicando la primera fila por — 2 y sumando a la segunda fila

Multiplicando la primera fila por — 3 y sumando a la tercera fila

—4 8|4

—9|-
3 | 4|, multiplicando por 4 la segunda fila y sumando a la tercera fila
20(20

_9|-
3 || 4|, dividiendo por 20 la tercera fila
1|1

—5(-5
3 | 4 |, multiplicando por - 1 la segunda fila y sumando a la primera fila
1)1

0|0
3||4(, multiplicando por 5 la tercera fila y sumando a la primera
11

0(0
0||l1|, multiplicando por - 3 la tercera fila y sumando a la segunda fila
11

Por lo que: x=0; y=1; z=1. El conjunto solucién es (0, 1, 1)

Verificacion:
3(0)-1+2(1)=1
2(0)+3(1)-1=2
0+1-2(1)=-1
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Otra forma de verificaciéon del sistema de ecuaciones con tres incdgnitas es
aplicando la regla de Cramer. Se solicita al lector comprobar por este método.

Sugerencia revisar otros métodos de solucidn.
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GUIA DE ESTUDIO 23
Objetivo
Fomentar el conocimiento del estudio de matrices con la practica de resolucién de

sistemas de ecuaciones.

Actividades

En forma individual o en equipo, resolver los ejercicios que sefiala esta guia.

1. Encuentre el conjunto solucién de los sistemas de ecuaciones por el proceso

gaussiano.
2x+3y=3

a. <Xx-3y+2z=1
2y—52=2
2x-3y+2=0

b. § x+2y-z=1
3x—2z=5
X +2X, =X, =-1

C. 3X, +X; =2
2X + X, — 2%, =4
X, +2X, =2

d. 3% +2x,-%x;=-1
X +X, —2%X; =3
3Xx+2y=5

e.
2X—-5y =4
2X—y =7
4x—-7y=5
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2X, =5-3X%,
& 4x, —3x, =2

5=3x, +2X,
3X, =X =6

Todos los ejercicios del punto 1, resuelva aplicando la regla de Cramer.
De su propia iniciativa escriba tres sistemas de ecuaciones con dos
incognitas, tres sistemas de ecuaciones con tres incégnitas y resuelva por el

proceso gaussiano. Verifique aplicando la regla de Cramer.
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UNIDAD 5

NUMEROS COMPLEJOS

Contenidos

5.1 Antecedentes

5.2 Definicion

5.3 Caracteristicas

5.4 Representacion geométrica

5.5 Formas de los nimeros complejos

5.6 Propiedades de los nimeros complejos

5.7 Raices complejas de los nimeros complejos

5.8 Raices complejas de las funciones cuadraticas

5.9 Forma polar, exponencial y potencia de los numeros complejos

5.10  Funciones trigonométricas complejas y funciones hiperbdlicas

Objetivos

Al final de la unidad el estudiante podra:

- Definir un nimero complejo.

- Identificar las caracteristicas de los nimeros complejos.

- Representar graficamente los nimeros complejos.

- Realizar operacién con nimeros complejos.

- Encontrar las raices complejas.

- Realizar ejercicios en forma polar, exponencial y potencia de los nimeros
complejos.

- Estudiar las funciones trigonométricas complejas y funciones hiperbdlicas.
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5.1 Antecedentes

La referencia inicial de los numeros complejos se
encuentra en Herdn de Alejandria (20 - 62 d.c), ingeniero

y matematico griego, invent6é un método de aproximacion

a las raices cuadradas y cubicas no exactas.

Los numeros complejos aparecen el periodo del
renacimiento, particularmente en el libro Ars
magna del matematico, fisico y filésofo italiano
Girolamo Cardano (1501 - 1576), publicado en
1545.

En el afio 1539 Cardano recibi6 mucho
conocimiento del matematico Tartaglia, ganador de concursos sobre
resolucién de ecuaciones utilizando métodos secretos, fue especialista en el
estudio de las trayectorias de proyectiles.

L'ALGEBR A | Bombelli, naci6 en 1526 en Bolonia, se dedicé a la

ingenieria, conoci6 los trabajos sobre ecuaciones

cubicas de Cardano, puede ser llamado el padre de los

numeros complejos, inici6 el desarrollo de algebra

&
IN BOLOGNA,

e S A . formal y parece la expresion a+b+/—1.

René Descartes (1596 - 1650) rechazo las raices

complejas y bautiz6 con el nombre de imaginarios.
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Los ndmeros complejos se utilizaron en el Siglo XVIII,
Leibniz y Johan Bernoulli (Suizo, 1667 - 1748)

utilizaron en la solucidén de integrales.

Leonhard Euler (Suiza, 1707 - 1783) considerado uno de

los mas brillantes maneja la expresién e™ =—1, introdujo
la letra i para dar nombre a la unidad imaginaria, en esa
8 época se tiene a Gauss y Newton grandes exponentes de

la ciencia.

Caspar Wessel (1745 - 1818) matematico noruego
(1796), escribi6é a interpretacion geométrica de los
numeros complejos documento que no trascendi6, mas

tarde llegaron a las mismas conclusiones Gauss y Argand.

Karl Gauss, matematico aleman demostré el Teorema
fundamental del algebra: “Todo polinomio con
coeficientes complejos tiene a menos una raiz

compleja”

Recuperado de https://rotrujil.webs.ull.es/WebAMVI/HISTORIA.pdf
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5.2

En la actualidad la aplicacién de los nimeros complejos se da en:

Electricidad y electrénica: circuitos eléctricos, las corrientes alternas,
calculo de impedancias, resonancia, etc.

Navegacion para la ubicacion de una posicion.

Contabilidad, problemas de interés simple y de seguros.

La relatividad espacial.

Calculo diferencial e Integral.

Informatica para el dibujo y animacién en dos dimensiones usando
lenguajes de programacion.

Geometria para trasformaciones en el plano: traslaciones, giros, homotecias,
simetrias y proyecciones ortonormales.

Trigonometria.

Definicion

Definicion 5.1: Toda expresion en forma rectangular o binémica a + bi, donde a 'y

b son numeros reales (Re), i es la unidad imaginaria que representa a +—1. Se

denota por:

5.3

C={a+bi/a,beRe}

Caracteristicas
El opuestode z= a+bi es-z=—a—hi
Elemento neutro O = (0,0)
Sia=0, z=bi, es nimero imaginario puro

Sib=0, z=a, es un namero real puro

Si z=a-+bi, su conjugado es z=a-bi

Propiedades del conjugado complejo
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Ejemplo 5.1: Dados los z, =6, z, =3i, 2, =2+3i y z, =—5+4i. Encontrar:

a) 7,b)z,,0)2,d) z,ye) z,+2,

Solucioén:
a. z_1=—6
b. z,=-3i
c. z,=2-3i
d. z,=-5-4i

e. 2,+2,=2,+2,=(2-3i)+(-5-4i)=2-3 -5-4i=-3-7i

- Dos numeros complejos son iguales cuando las componentes reales e

imaginarias son las mismas.

- Potencias de la unidad imaginaria i

i°=1

it =i =i
i”=-1 h=-t
i=i%i=-i "=
i‘=1 =t
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Como se observa se da en forma ciclica, de esto se puede decir que si
-19 - ’ . -16:3 - - . .
I =—1, en otros términos i :1(—|)=—|,con este procedimiento se puede

encontrar cualquier potencia de base i.

5.4 Representacion geométrica del nimero complejo

La representacion geométrica de un numero complejo z =a + bi en el plano
cartesiano fue descubierto por los matemadticos el danés Casper Wessel y
posteriormente por el suizo ] Argand por el afio 1806, a partir de esta fecha se

conoce con el nombre de Diagrama de Argand.

Se representa en dos ejes, el eje horizontal R y el eje vertical i (imaginario)

o
i
|
|
N
o~
s
o
N

v

Grafica 5.1: Numero complejo

5.5 Formas de los nimeros complejos

Formas de los nimeros complejos

v
¢ ' ! }

Rectangular o bindmica Polar Trigonométrica Exponencial

5.6 Propiedades del producto de complejos

5.6.1 Conmutativa
Definicion 5.2: Dados dos complejos a + bi y ¢ + di, se cumple:

(a + bi).(c + di) = (c + di) (a + bi)
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Ejemplo 5.2: Aplicar la propiedad conmutativa en el producto (2 -1i)(3 + 2i)

(2-1).(3+2()=6+4i-31-2i2=6+i-2(-1) =8 +i

(3 +20).(2-1)=6-3i+4i-2i2=6+i-2(-1) =8 +1i

5.6.2 Asociativa

Definicion 5.3: Dados los complejos a + bi, c + di y e + fi, se cumple:
[(a+bi) (c +di)](e + fi) = (a + bi) [(c + di) (e + fi)]

Ejemplo 5.3: Dados los complejos (2 + i), (3 - 2i), (2 + 3i), aplique la propiedad

asociativa.
[(2+i)3-2i)[2+3i)=(2+i)(3—2i)2+3i)]
(6—4i+3i—2i%)2+3i) = (2+i (6 +9i — 4i —6i)
(6—i+2)2+3i)=(2+i)6+5i+6)
B-i)2+3i)=(2+i)12+5i)

16+ 24i — 2i —3i% = 24+10i +12i +5i’
16+ 22i +3=24+22i -5

19+22i =19+ 22i

5.6.3 Elemento neutro

Definicion 5.4: El elemento neutro del productoes 1 + 0i =1, puesto que para

cualquier complejo

a+bi,(a+bi)(1+0i)=(a+bi)l=a-+bi.

El elemento neutro es el uno.
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5.6.4 Distributiva del producto con respecto a la suma
Definicion 5.5: Dados tres nimeros complejos a + bi, ¢ + di y e + fi, se cumple:

(a +bi).[(c+di) + (e + fi)] = (a + bi) (c + di) + (a + bi).(e + fi)

Ejemplo 5.4: Dados los nimeros complejos (1+3i), (2 - i), (3 - 2i). Aplicar la ley

distributiva.

(@+3i)(2-i)+(3-2i)]=@+3i)2—i+3-2i)=(1+3i)5-3i)=5-3i +15i - 9i* =14 +12i
(1+3i)2—i)+(1+3i X3~ 2i) = (2—i +6i —3i )+ (3— 2i +9i — 6i% )= (2+5i +3)+ (3+ 7i +6) =14 +12i

El conjunto de los niimeros complejos, al tener todas las propiedades
anteriores para la suma y para el producto, se dice que es un anillo

conmutativo.

5.6.5 Elemento simétrico respecto del producto

Definicion 5.6: Dado un complejo cualquiera a + bi, distinto de 0 + 0 i, existe otro
complejo que, multiplicado por él, da como resultado el elemento neutro del

producto, es decir, 1 + 0 i.

Demostracion:

Para calcular el inverso de a + bi, x + yi.

Hay que verificarse (a + bi) (x +yi)=1+01i

(a + bi).(x +yi) = (ax - by) + (ay + bx) i. Por lo tanto:

ax - by = 1, multiplicando por a se tiene: a > x - aby = a
bx + ay = 0, multiplicando por b se tiene: b > x + aby = 0

a

Sumando (a?+b?)x=a; X=—5—
a“+b

Despejando y en: ay + bx =0
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b
ay:—bx:>y:—gx

Sustituyendo x y simplificado se tiene:

__9 a _ b
R PR LI

El inverso de un numero complejo

Definicion 5.7: El inverso de un nimero complejo z = a + bi, se denota por

Por tanto, si z = a + b.i, el inverso es:

1_2_1_ a bi
z a?+b?> a*+b?

El conjunto de los nimeros complejos es un cuerpo conmutativo con la suma y el

producto definidos.

5.6.6 Division de nimeros complejos

Definicion 5.8: La division es la operacién inversa de la multiplicacién. Esto es,
dividir un nimero complejo entre otro es el resultado de multiplicar el primero

por el inverso del segundo.

Ejemplo 5.5: Dividir i, siendoz=3-2iyw=1-1i.
w

Solucion:

3-2i (3-2)(1+i) 3+i-2i° 3+i+2 5+i
1-i  @-)@e+i)  1-i® 141 2

(2-3i)3+2i)

Ejemplo 5.6: Efectuar la operacién m

302



Solucion:

6+4i—9i—6i° 6—4i+6 12—4i
1-2i 1-2i  1-2i

11 2 12
1-2i 12-22 12-2° 3 3

12—_L?'=(12—4i ST I R TSI
3 3 3 3

w | oo
+

1-2i

5.7Raices cuadradas de un namero complejo
Ejemplo 5.7: Hallar las raices cuadradas del complejo 5 + 12 i.
Solucion:
Sea a + bi una de las raices cuadradas. Entonces:
5+12i = (a+bif* = a’ + 2abi + (bi)* = a? + 2abi —b? = (a® —b? )+ 2abi

Para que los complejos sean iguales, deben tener iguales la parte real y la parte

imaginaria. Por tanto:

a’-b>=5 (1)

2ab=12:>b:g (2)

Sustituyendo (2) en (1): @ —g =5=a'-36=5a"=a’-5a°-36=0
a

Resolviendo ecuacién bicuadrada por descomposicidn, se tiene:
(a2 —9Xa2 + 4)= 0

Considerando el primer factor se obtiene dos raices
a’-9=0=a’=9=a=43

Sustituyendo en 2, se obtiene:
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a:—3;b:—§=—2
3

Las raices cuadradas o conjunto soluciéon de 5 + 12i, son:
[(3+2i),(-3—-2i)]=+(3+2i)

5.8 Raices complejas de las funciones cuadraticas

Definicién 5.9: Dada la ecuacion cuadratica ax’ +bx+c =0 para encontrar la

—b++b?-4ac

2a

solucién entre otros métodos se aplica la formula general x =

Para ver si las raices son reales o complejas, se analiza el discriminante b* —4ac,
Si:
1. b*—4ac >0, hay raices reales

2. b®—4ac <0, las raices de la ecuacién son niimeros complejos
Laformaz=a+bi,yz=a-bi
Ejemplo 5.8: Calcular las raices de 3x* +2x+5=0

Solucion:

b? —4ac= 2° —4(3)5)=4-60=-54, por lo tanto, la ecuacién tiene niimeros
complejos.

Six=z

32°+2z+5=0

_ —2+,/22 - 4(3)5)

‘= 2(3)

—2+/4-60 —2+/-56 —2+2\144/-1

6 6 6
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_1+14i

3
1 14
1=t —(—
3 3
_ 1 4
>3 3

Ejemplo 5.9: Encontrar un polinomio de grado 4 que tenga por raices - 3iy - 4 +

21.

Hay que considerar que el polinomio de coeficientes reales tiene una raiz
imaginaria como también su conjugada. Por lo tanto las raices son: - 3i, 3i, - 4 + 2i
y—-4-2i

X=-3I = x+3i

X=3i=x-3i

X=—4+21=X+4-2i

X=—4-2i = xX+4+2i

(X2 —9i% (X2 + 4%+ 2Xi + 4X +16 +8i — 2xi —8i — 4i°)

(x2 + 9Xx2 +8Xx+16+ 4): (x2 + QXXZ +8X+ 20)
5.9Forma polar, exponencial y potencias de un nimero complejo

5.9.1 Forma Polar
Definicion 5.10: Sea r y 6, coordenadas polares en el punto (x = a, y = b) que
corresponde al nimero complejo Z = x + yi; como x =r cosf; y =r sen 6.7 =
r(cosd +ysend).
(Grafica 4.5)

En el andlisis de los nimeros complejos no se acepta r negativos
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Grafica 4.5: Numero complejo en forma polar

r =|z|, se llama moédulo; 6, se denomina argumento

Para calcular el médulo se aplica el Teorema de Pitdgoras r=|z|=/x*+y*,y para

el argumento se considera lo siguiente:

a=60= arctan(%j, cuando se trata en el primer cuadrante
0 =180° — o = arctan —_yx , para el segundo cuadrante

0 =180° + o = arctan :—i , para el tercer cuadrante

0 =360° — =arctan _—Xy , para en cuarto cuadrante

Ejemplo 5.10: Convertir en forma polar el binomio z = - 3 + 4i

Solucion:

2| = (-3 +4? =/9+16 =/25 =5
0=180° — ¢ = arctan(ij —180° —53°7'48.77"=126°5211 6"
— X

Z=5

126'5211,6"
Ejemplo 5.11: Convertir en forma polarz =1 - 2i
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Solucion:
7| =1 +(-2f =V1+4 =45

0=360°—a = arctan(_sz =360° —63°26%5,82 = 296°3354,1"

L= (\/5)296033‘54,1“

5.9.1.1 Multiplicacion de numeros complejos en forma polar.
Definicion 5.11: El médulo del producto de dos nimeros complejos es el producto
de sus moédulos y el argumento es la suma de sus argumentos. El producto se

representa:
2,2, =|z,|z,|[cos(6, + 6, )+isen(6, + 6, )]

Ejemplo 5.12: Dados los niimeros z, = 3(cos 45°+isen45°) y z, = 5(cos 30°+isen30°).

Calcular el producto.

Solucion:
2,.2, = (3)(5)|cos(45°+30°)+ isen(45°+30°)|

2,.2, =15(cos 75°+isen75°)

5.9.1.2 Division de numeros complejos
Definicion 5.12: El mddulo del cociente de dos nimeros complejos es el cociente
de los modulos y el argumento es la diferencia de sus argumentos. La expresion

algebraica del cociente es:

4 |Zl|(COS o, +isen 191) |Zl| _
7, = lcos(6, -0 6,-6
2. [ecost, riena,) [, OOE ) sen(@ o)
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Ejemplo 5.13: Dados los ntimeros z, =8(cos 60°+isen60°) y z, = 2(cos 20°+isen20°),

calcular el cociente.
Solucion:

4 _ 8(cos 60°+isen60°) = 4[cos 40°+isen40°]
z, 2(cos20°+isen20°)

5.9.2 Forma exponencial de un nimero complejo
Definicion 5.13: La forma exponencial de un nimero complejo, estd dada por la
relacién con las funciones trigonométricas del seno y coseno, llamada relacién de

Euler. Se expresa por: €'’ =cos@+isenéd

Si Z=r(cos¢9+isen6’), relacion de Euler admite representar Z en forma

exponencial

Z=re"

Raiz enésima del namero complejo en forma polar

- Elmodulo es r:'{/ﬂzw

a+ 27K
n

- Elargumento es a'= ,k=0,1,2,3,..,(n-1)

Ejemplo 5.14: Hallar la raiz ctibica de x*+8=0
Solucion:

x*=-8
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k=0 =60" Z, =8,
k=1 a,=180°" Z,=[3/8),q
k=2 ,=300°" Z,=(/8),,

180° +360°k
=—a—

.5 _._5
Ejemplo 5.15: Calcular el valor del cociente y las raices cuadradas de ! T
i
Solucion:
is R
L A T e 3 -1-1_,
2i 2i 2i 2i° -2
Z=17Z=+vy1+0=1
1 400
a =arctan — =90
0
Z :1900
|Z| = Vg
e 90° +360°k | k=0 o =45" Z,=1,
2 k=1 a,=225° Z, =1 o

5.9.3 Potencias de un nimero complejo

La potencia de un nimero complejo es otro nimero complejo:

- El médulo es la potencia enésima del moédulo.

- Elargumento es n veces el argumento

6y =(z,) =x,
- Dado Z =|Z|(COS6’+isen9), entonces:
Z" =

Z"|[cos(n@)+isen(n@)] Férmula de Moivre
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Ejemplo 5.16: (300)5 2> =3

5.30°

Ejemplo 5.17: Hallar Z°de Z =+/3 +i

Solucion

2| =y(V3f +12 =\B+1=Va =2

T

0= arctan(i

%)

Z= 2(cos z +isen Ej
5 5

el |

Z =32(cos 7 +isen)

7 =-32
Ejemplo 5.18: Calcular Z* de: Z = 4(cos30° +isen30°)

Solucion:
Z* = 4*(cos 4.30° +isen4.30°)
z* 256(?1 + £ IJ

¢ =20 ( 14 J3i)
2
7% =_128+128/3i

100
Ejemplo 5.19: Calcular el nimero [% J3+ % ij

310



Solucion:
1 1 100
(E J3+ > ij = [1(cos 30°-+isen30°)[*° =1'*°[cos(100)(30°) + isen(100)(30°)]
= 1(cos 3000°-+isen3000°) = 1[cos(8.360°+120°) + isen(8.360°+120°)]

=1(cos120°+isen120°) = —% - % J3i

5.10 Funciones trigonométricas complejas y funciones hiperbdlicas

5.10.1 Funciones trigonométricas complejas
Funciones trigonométricas del seno y el coseno en el plano complejo estan

dadas por las expresiones:

Senz =
eiz +e—iz

COSZ =

Demostracion:

e” =cosz+isenz (1)

e =cosz—isenz (2)
Sumando miembro a miembro,
iz

e”? +e =2c0sz

Despejando cos z

eiz —iz
COSZ =

+€

Para encontrar senz, se cambia de signo la ecuacion (1) y,

—e'” =—cosz—isenz
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e % =cos z —isenz

Sumando miembro a miembro,

—e? +e7% = 2isenz

2isenz =e” —e ™"

Propiedades

Vz,w e C, se dan las propiedades:

sen(z)=—sen(z)

cos(—z)=cosz

cos® z+sen’z =1

sen(z +w) = sen(z)cos(w)+ sen(w)cos(z)

(
cos(z +w) = cos(z)cos(w)—sen(z )sen(w)
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GUIA DE ESTUDIO 24

Objetivo
Evidenciar conocimiento, habilidades y destrezas en las definiciones y descripciéon

de las operaciones de los numeros complejos en sus diversas formas.

Actividades
Para resolver cada uno de los ejercicios se recomienda formar equipos de dos
estudiantes o en forma individual, el desarrollo de la guia se realizara en el tiempo

destinado para el trabajo auténomo.

1. Dados los numeros z, =4+3i, z,—4+5i, zazg, z,=-21 y z,=-3-2i.

Encuentre: a)
a. 2,+1,

b. z,-7,+7,

c. (z1 +z_2)—(z_3+ 24)

f. z,+z,-12,

Z,—1,
,+2,

h. (z,+2,)\z, -z

2. Encontrar en forma polar los numeros complejos siguientes:

a. z=5-Ti

b. z=-6+3i
c. z=-2-5i
d z=—4+9i

e. z=(4-3i)-(-5-4i)
f. z=7+(-4+5i)
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g. 2=-5-(7-3i)
. Multiplique los numeros complejos en forma polar:

2, =5(cos30° +isen30°)y  z, = 2(cos 20°+isen20°)

o

b. 2z, =-3(cos40°—isen40°)y z, = 4(cos50°+isen50°)

c. z,=-6(cos15°+isen15®) y z, =—2(cos30°—isen30°)
d. z =7(cos25°+isen25°) y z, =—2(cos35°-isen35°)
. Divida los siguientes nlimeros complejos:

2, =10(cos 35° +isen35° ) por  z, = 2(cos 20°+isen20°)

®

b. 2z, =-15(cos60°—isen60°) por  z, =5(cos 50°+isen50°)
c. 2z, =14(cos45°+isen45°) por z, = —2(cos 35°—isen35°)
d. z, =25(cos65°+isen65°) y z, =—10(cos 35°—isen35°)

. Hallar la raiz cubica de:

a. XX+27=0
b. x*+64=0
c. x*+126=0

. Calcular el valor del cociente y las raices cuadradas de
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UNIDAD 6

NOTACION SIGMA

6.1La notacién X

La letra griega ¥ fue utilizada por el matemdtico suizo Leonard Euler (1707 -

1783) para denotar la sumatoria.

Punto de apoyo:
Si la operacion binaria es la suma se
utiliza la letra griega Z

Si la operacion binaria es un producto se
utiliza la letra griega pi I1

6.2Propiedades de la notacion sigma X

Sean [a,| y |b,| sucesiones reales y sea c un niimero real. Por lo tanto

icak =(:iak
k=M k=M

k=M

N N N
d(a+b)=>Ya +>b,
k=M k=M

N N N
Z(ak _bk) = Zak - zbk
k=M k=M k=M

k

N

2.

M

m
a = >.a,
k=M

N
+>a, si M<m<N

k=m+1
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También se deben considerar las formulas siguientes

1. i=M
=) 2

Lo, n(n+1)(2n+1)
2. ;I = 5

., n(n+1)(6n°+9n® +n-1)
= 30

6.3 Ejemplo demostrativos:

N N N
Ejemplo 6.1: Demostrar que Y (a, +b) =Y a + > b,
k=M k=M

k=M

N
Zak =(ay +by)+ @y + by + @y +by.) +———+(ay +by)
k=M

= (ay +ay. +ay,, T———+ay)+ by +by, by, +———+Dby)

N m N
Ejemplo 6.2: Demostrar que Zak = Zak + Zak
k=M

k=M k=m+1

ma Ay =@y +ay, +-——+a,)+ (@,

N
Ya, =ay, +a,, +--—+a,+a
k=M

+a5. +___aN)
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m N
=Y a+ >.a
k=M k=m+1

Ejemplo 6.3: Demostrar que Zi = n(n2+ )
i=1

Di=14+243+———+(n-1+n
i=1

Zn:i =n+(N-D+(n-2)+———+2+1

Sumando estas igualdades término a término, se tiene:

ZZn:i =n+)+(n-1+2)+(n—2+3)+———+(N-1+2)+(n+1)

i=1

2> i=(+1)+(+1)+(n+1)+———+(n+1) ntérminos
i=1

ZZi =n(n+1) Por lo tanto

i=1

Zn:i _n(n+1)

Ejemplo 6.4: Demostrar utilizando la induccion matematica que

L., n(n+1)(2n+1)
dit =

i=1

La formula se verifica para n=1, entonces la ecuacién queda:

2 _ 11+1)(2.1+1) _ 2)@A) _

1
i 1
i1 6 6

Por lo cual, la formula es valida cuando n = 1. Ahora se supone que la

férmula es valida para n = k, pero k pertenece a cualquier entero positivo;
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con esta suposicion se quiere demostrar que la férmula es valida paran =k

+ 1. Si la formula es valida n = k, entonces:

$ie - ik +1)6(2k +1) )

i=1

Cuando n = k+1, se tiene

k+1

Dt =124+2 43+ ———+k* + (k+1)?

i=1

k
=Yt +(k+1)?% = k(k +1)652k 1) +(k +1)? aplicando la ecuacién (1)

i=1

_ k(k+1)(2k +12) +6(k +1)?
6

_(k +1)[k(2k +1) + 6(k +1)]
6

_ (k+1)(2k? +k +6k +6)  (k+1)(2k* + 7k +6)
6 6

_ (k+1)(k +2)(2k +3)
6

_ (k+D[(k +D) +1[2(k +1) +1]
6

Por lo tanto la férmula es valida para n = k + 1 y realizando las sustituciones

del caso, se demuestra que Z:i2 = n(n+1(2n+1)

= 6
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Ejercicios resueltos:
5 7 11

Ejemplo 6.5: Dada la notacién: a) Y b.; b) D¢ ¢ Da; d D Day.
k=1 k=4 n=1 i

Encontrar la suma

Solucioén:

5
a) Y. b =b +b, +by+b, +b;

k=1

7
b) D¢ =c,+C+Cs+C,
k=4

3 3
d) Z DAy =8y +ay, +ay, +ay, +ay, + a8y, +ay +ay, +ay,

Ejercicios propuestos

1. Dadas las sumas, expresar con la notaciéon X
a) a;+a,+a, +a, +3a; +ay
b) 1+21/2+31/3+41/44+51/54+  +nl/n

C) 31/3 + 41/4 + 51/5 + 61/6 + 71/7 + 81/8
d)

2. Encontrar la suma dada.
6

a) >.3i+2
i=1
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b)z2

iz 1(1-2)

Q) i(m)z
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